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AVERTISSEMENT 

POUR LA QUATORZIÈME ÉDITION. 


La démonstration de la théorie des parallèles, 
telle qu’elle avaitété présentée dans la 3* édition 
(le cet ouvrage et dans les éditions suivantes 
jusqu’à la 8‘ inclusivement , n’étant pas à l’abri 
de toute objection, on s’était déterminé dans 
lu 9 * édition à rétablir cette théorie à peu près 
sur la même base qu’Eiiclide. Des réflexions 
ultérieures faites sur le même objet, dont on 
donnera le développement dans la note II, ont 
fait découvrir deux nouvelles manières de dé- 
montrer le théorème sur les trois angles du tri- 
angle, sans le secours d’aucun postuiatutn. On 
a en conséquence inséré nue de ces démon- 
strations dans le texte de cette édition, en 
choisissant celle qui s’éloigne le moins des idées 
ordinaires, et qui d'ailleurs ne semble pas plus 
diflicile à comprendre que celle qui avait été 
donnée dans les éditions [)récédentes , dc|>uis 
la 3® jusqu’à la 8*. 

Un autre changement qui se lcra remarquer 
dans cette édition , est relatif à la solidité de la 
pyramide triangulaire. On a rétabli celle dé- 
monstration à peu près telle qu’elle avait été 
donnée dans la édition de ces éléments, mais 
en profitant d'une idée heureuse due à M. Querret, 
chef d’institution à Saint-Malo; elle consiste à 
t nulle égales les liauteuis des prismes excédent 
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c.t déüclcnt que Ton cuiislruit dans les deux 
pyramides comparées. Par ce moyen la démon- 
stration de la solidité de la pyramide paraît ré- 
duite au dernier degré de simplicité dont elle 
est susceptible. 

Enfin , comme les tables trigonométriques 
construites suivant la division décimale du qua- 
drant, ne sont pas aussi généralement répandues 
que celles qui se rapportent à l’ancienne divi- 
sion de la circonférence, on a cru qu’il ne serait 
pas inutile <le joindre aux exemples de calcul 
donnés dans la trigonométrie, les résultats que 
iournirait l’usage des anciennes iabie.s. 


Le lecteur qui voudra se borner , au moins 
dans une première lecture , aux simples élé- 
ments, peut passer sans inconvénient les notes, 
appendices , et généralement tout ce qui est 
imprimé en petits caractères , comme étant 
moins utile ou exigeant une élude plus appro- 
fondie. Il reviendra ensuite sur ces objets, s'il 
le juge à propos, en choisissant ceux qui lui 
conviendront le mieux , d’après l’avis d’un, 
professeur éclairé. 

N. B. Les nombres mis en marge indi(|ucnt les priijm- 
sitions auxquelles bn devra recouiir pour rinlelligcnee des 
dc'moDstraüoiis. lin seul nombre , comme 4 < inditjiic la 
|>ro|M>sition iv du livre courant : deux nombres, xu, 'i , 
indi(|uriit la xx' projmsilion du livre ni. Dans la Trigo 
noinctrie on a dislingiic les articles et les renvois par de* 
ubiliics romains. 



ÉLÉMENTS 


DE GÉOMÉTRIE. 

LIVRE PREMIER. 



I. L A. Géométrie est une science qui a pour objet 
la mesure de l'étendue. 

L’étendue a trois dimensions, longueur, largeur 
et hauteur. 

II. La ligne est une longueur sans largeiu*. 

Les extrémités d'une ligne s'appellent/7oûi;s;le point 
n’a donc pas d'étendue. 

III. La ligne droite est le plus court chemin d’un 
point à un autre. 

IV. Toute ligne qui n'est ni droite ni composée de 

lignes tlroites est une ligne courbe. \ 

Ainsi, AB est une ligne droite, ACBD une ligne <• 
brisée ou composée de lignes droites, e?AEB est une 
ligne courbe. 

y. Surface est ce qui a longueur et largeur, sans 
hauteur ou épaisseur. 

YI. Le plan est une surface, dans laquelle pre- 
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nant deux points à volonté, et joignant ces deux 
points par une ligne droite, cette ligne est tout en- 
tière dans la surface. 

Vil. Toute surface qui n’est ni plane ni composée 
de surfaces planes est une surface courbe. 

VIII. Solide ou corps est ce qui réunit les trois di- 
mensions de l’étendue. 

* Bg. a. IX. Lorsque deux lignes droites AB, AC, se ren- 
contrent, la quantité plus ou moins grande dont elles 
‘ sont écartées l’une de l'autre, quant à leur position, 
s’appelle angle; le point de rencontre ou à' intersec- 
tion A est le sommet àe l'angle; les lignes AB, AC, 
en sont les côtés. 

L’angle se désigne quelquefois par la lettre du 
sommet A seulement, d'autres fois par trois lettres 
BAC ou CAB , ayant soin de mettre la lettre du sommet 
au milieu. 

Les angles sont, comme toutes les quantités, sus- 
* ceptibles d'addition, de soustraction, de multiplica- 
fig. ao. tion , et de division : ainsi l'angle DCE est la somme 
des deux angles DCB, BCE, et l’angle DCB est la dif- 
férence des deux angles DCE, BCE. 

6g. 3. X. Lorsque la ligne droite AB rencontre une autre 
droite CD, de telle sorte que les angles adjacents BAC, 
B AD soient égaux entre eux, chacun de ces angles 
s'appelle un angle droit; et la ligne AB est dite per- 
pendiculaire sur CD. 

lig. 4 ^ XI. Tout angle BAC plus petit qu’un angle droit 
• est un angle aigu ; tout angle plus grand DEF est un 
angle obtus. 

Gg. ». Xll. Deux lignes sont dites parallèles , lorsque , 
étant situées dans le même plan, elles ne peuvent se 
rencontrer à quelque distance qu'un les prolonge l'une 
et l'autre. Telles sont les lignes AB, Cl). 
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XUI. Figure plane est un plan terminé de tontes 
parts par des lignes. 

Si les lignes sont droites, l’espace quelles renfer- 
ment s’appelle figure rectiligne ou polygone, et les 
lignes elles-mêmes prises ensemble forment le contour 
ou périmètre du polygone. 

XIV. Le polygone de trois côtés est le plus simple 

de tous, il s’appelle triangle i celui de quatre côtés 
s’appelle quadrilatère} celui de pentagone ; celui 

de six , hexagone , ètc. 

XV. On appelle triangle équilatéral celui qui a ses 
trois côtés égaux; triangle isoscèle, celui dont deux 
côtés seulement sont égaux; triangle scalène, celui 
qui a ses trois côtés inégaux. 

XVI. Le triangle rectangle est celui qui un angle 
droit. Le côté opposé à l’angle droit s’appelle hj-poté- 
nuse : ainsi ABC est un triangle rectangle en A, le côté 
BC est son hypoténuse. 

XVII. Parmi les quadrilatères on distingue : 

\j^quarré , qui a ses côtés égaux et ses angles droits. 

( Voyez la prop. XX, liv. I.) 

Le rectangle, qui a les angles droits sans avoir les 
côtés égaux. (Voyez la même prop.) 

parallélogramme ou rhomhe, qui a les côtés op- 
posés parallèles. 

Le losange, dont les côtés sont égaux sans que les 
angles soient droits. 

Enfin le trapèze, dont deux côtés seulement sont 
parallèles. 

XVIil. On appelle diagonale la ligne qui joint les 
sommets de deux angles non adjacents : telle est AG. 

XIX. Polygone équilatéral est celui dont tous les 
côtés sont égaux; ^oVjÿawe équiahgle , celui dont tous 
les angles sont égaux. 

XX. Deux polygones sont équilatéraux entre eux 

1 . 




H- «• 

®8- 9- 


fig. 10. 
Sg. II. 

6g. I». 

fig. i3. 
6g. i<. 
6g. 1 5 . 

6g. 43. 
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4 CBOMBTHIE. 

lorsqu’ils ont les côtes égaux chacun à chacun, et 
placés dans le même ordre, c’est-à-dire, lorsqu'on 
suivant leurs contours dans un même sens , le premier 
côté de l'un est égal au premier de l’autre , le second 
de l’un au second de l'autre , le troisième au troisième , 
et ainsi de suite. On entend de même ce que signiBent 
deux polygones équiangles entre eux. 

Dans l’un ou l’autre cas, les côtés égaux ou les 
angles égaux s’appellent côtés ou angles homologues. 

N B. Dana les quatre premiers livres il ne sera qnestion que de 
taures planes on traces sur nne surface plane. 


Explication des termes et des signes. 

Axiome est une proposition évidente par elle- 
même. 

Théorème est une vérité qui devient évidente au 
moyen d'un raisonnement appelé démonstration. 

Problème est une question proposée qui exige une 
solution. 

Lenune est une vérité employée subsidiairement 
pour la démonstration d'un théorème ou la solution 
tl'un problème. 

Le nom commun de proposition s'attribue indiffé- 
remment aux théorèmes, problèmes, et lemmes. 

Corollaire est la conséquence qui découle d’une ou 
de plusieurs propositions. 

Scholie est une remarque sur une ou plusieurs pro- 
positions précédentes, tendant à faire apercevoir leur 
liaison, leur utilité, leur restriction, ou leur exten- 
sion. 

Hypothèse est une supposition faite soit dans 
l'énoncé d’une proposition, soit dans le courant 
d'une démonstration. 
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Le signe = est le signe de l’égalité; ainsi l’expres» 
sion A=B signifie que A égale B. 

Pour exprimer que A est plus petit que B, on écrit 
A<B. 

Pour exprimer que A est plus grand que B, on écrit 
A>B. 

Le signe + se prononce plus ; il indique l'addition. 

Le signe — se prononce moins; il indique la sous- 
traction : ainsi A -|- B représente la somme des quan- 
tités A et B ; A — B représente leur différence ou ce 
qui reste en ôtant B de A ; de même A — B -f- C, ou 
A-4-C — B, signifie que A et C doivent être ajoutés 
ensemble, et que B doit être retranché du tout. 

Le signe X indique la multiplication ; ainsi A X B 
représente le produit de A multiplié par B. Au lieu du 
signe X on emploie quelquefois un point ; ainsi A . B 
est la même chose que A x B. On indique aussi le 
même produit sans aucun signe intermédiaire par AB; 
mais il ne faut employer cette expression que lors- 
qu’on n’a pas en même temps à employer celle de la 
ligne AB distance des points A et B. 

L’expression A X (B-|-C — D) représente le produit 
de A par la quantité B + G — D. S'il fallait midtiplier 
A -f- B par A — B -t- C , on indiquerait le produit ainsi 
(A + B) X (A — B-t-C); tout ce qui est renfermé 
entre parenthèses est considéré comme une seule 
quantité. 

Un nombre mis au-devant d’une ligne ou d’une 
quantité, sert de multiplicateur à cette ligne ou à cette 
quantité; ainsi, pour exprimer que la ligne AB est 
prise trois fois , on écrit 3 A B ; pour désigner la moitié 
de l’angle A , on écrit ^ A. 

Le quarré de la ligne AB se désigne par AB; son 
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cube par A B. On expliquera en son lien ce que si- 
gniiient précisément le qiiarré et le cube cl’iiue ligne. 

Le signe 1/ indique une racine à extraire ; ainsi 

V' 3 est la racine quarrée de a ; v/ A x B est la racine 
du produit A X B, ou la moyenne proportionnelle 
entre A et B. 

_ A X 1 o M s s. 

T- * 

1 . Deux quantités égales à une troisième sont égales 
entre elles. 

a. Le tout est plus grand que sa partie. 

3. Le tout est égal à la somme des parties dans 
lesquelles il a été divisé. 

4 D’un pointa un autre on ne peut mener qu’une 
seule ligne droite. 

5. Deux grandeurs, ligne, surface ou solide, sont 
égales, lorsqu’étant placées l’une sur l'autre elles coïn- 
cident dans toute leur étendue. 

1 

PROPOSITION PREMIÈRE. 


TBBORBllB. 


. iR. 








Vfc.- 


Ltfs anglci diX)Us sont tous égaux entre eux. 

Soit la ligne tiroite CD perpendiculaire à AB, et 
G H à EF; je dis que les angles AGI), EGH seront 
égaux entre eux. 

Prenez les quatre distances égales G A , CB, GE, 
GF, lu distance AB sera égale à la distance EF, et 
on pourra placer la ligne E F sur A B, de manière 
que le point E tombe en A, et le point F en B. Ces 
deux lignes ainsi posées coïncideront entièrement 
l’une avec l’autre; car, sans cela, il y aurait deux 
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LIVRE 1. 7 

fi^es ilroites de A en B, ce qui est impossible , •* *• 

donc le point G, milieu de EF, tombera sur le point ' 

C, milieu de AB. Le côtë GE étant ainsi appliqué 
sur CA, je disque le côté GH tombera sur CD; car 
supposons, s’il est possible, qu’il tombe sur une ligne 
CK différente de CD; puisque, par hypothèse*, 'M.to. 
l’angle EGH = HGF , il faudrait qu’on eût ACK = 

KCB. Mais l'angle ACK est plus grand que ACD, 
l'angle KCB est plus petit que BCD; d ailleurs , par 
hypothèse, ACD = BCD; donc ACK est plus grand ^ ^ 
que KCB ; donc la ligne GH ne peut tomber sur une • * - 
ligne CK différente de CD; donc elle tombe sur CD> 

et l’angle EGH sur ACD; donc tous les angles droits < 

sont égaux entre eux. . • 


. ^ 


1 






PROPOSITION II. 

THEOREME. 


VJ. 


Toute ligne droite CD, qui en rencontre une 
autre AB ,fait avec celle-ci deux angles adja- 
cents ACD, BCD, dont la somme est égale à 
deux angles droits. 

Au point C , élevez sur AB la perpendiculaire CE. 
L’angle ACD est la somme des angles ACE , ECD ; 
donc ACD + BCD sera la somme des trois ACE, ^ 
ECD, BCD. Le premier de ceux-ci est droit, les deux 
autres font ensemble l’angle droit BCE ; donc a 
somme des deux angles ACD, BCD est égale à deux 
angles droits. 4 

Corollaire I. Si l’un des angles ACD , BCD est droit , 
l’autre le sera pareillement. 

Corollaire II. Si la ligne DE est perpendiculaire fig. 18. 
à AB, réciproquement AB sera perpendiculaire à DE. 

Car, de ce que DE est perpendiculaire .à AB, il ; 
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8 UKOUBTKIli. 

s’ensuit que l'angle ACD est égal à son adjacent 
DCB, et qu’ils sont tous deux droits. Mais de ce 
que l’angle ACD est un angle droit, il s’ensuit que 
son adjacent ACE est aussi un angle droit ; donc 
l’angleACE=ACD , donc AB est perpendiculaire à DE. 

Corollaire III. Tous les angles consécutifs BAC. 
CAD , DAE , EAF , formés d’un même côté de la 
droite BF , pris ensemble , valent deux angles droits ; 
car leur somme est égale à celle des deux angles 
adjacents BAC , CAF. 

PROPOSITION III. 

THÉORÈM B. 

Deux lignes droites qui ont deux points com- 
muns coïncident Vune avec Vautre dans toute 
leur étendue, et ne forment qu'une seule, et même 
ligne droite. 

Soient les deux points communs A et B; d'abord 
les deux lignes n’en doivent faire qu’une entre A et 
B, car sans cela il y aurait deux lignes droites de A 
en B, ce qui est Impossible*. Supposons ensuite que 
ces lignes étant prolongées, elles commencent à se 
séparer au point C, l’une devenant CD, l'autre CE. 
Menons au point C la ligne CF , qui fasse avec CA 
l’angle droit ACF. Puisque la ligne ACD est droite, 
l’angle FCD sera un angle droit*; puisque la ligne 
ACE est droite, l’angle FCE sera pareillement un 
angle droit Mais la partie FCE ne peut pas être égale 
au tout FCD; donc les lignes droites qui ont deux 
points A et B communs, ne peuvent se séparer en 
aucun point de leur prolongement; donc elles ne 
forment qu’une seule et même ligne droite. 
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PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

S 

Si deux angles adjacents ACD , DCB , valent *g- «»■ 
ensemble deux angles droits, les deux côtés ex- 
térieurs AC, CB, seront en ligne droite. • 

Car si CB n’est pas le prolongement de AC, soit 
CE ce prolongement; alors la ligne ACE étant droite, 
la somme des angles ACD, DCE, sera égale à deux ' 
droits*. Mais, par hypothèse, la somme des angles 'pr. 
ACD, DCB, est aussi égale à deux droits; donc ACD 
+ DCB serait égale à ACD + DCE ; retranchant de 
part et d’autre l’angle ACD , il resterait la partie DCB 
égale au tout DCE, ce qui est impossible; donc CB 
est le prolongement de AC. 

PROPOSITION V. 

THéORê» B. 

Toutes les fois que deux lignes droites AB, 

DE , se coupent , les angles opposés au sommet 
sont égaux. 

Car puisque la ligne DE est droite , la somme des 
angles ACD , ACE , est égale à deux droits ; et puis- 
que la ligne AB est droite , la somme des angles ACE, 

BCE, est égale aussi à deux droits; donc la somme ' 

AGI) -4- ACE est égale à la somme ACE BCE. Re- 
tranchant de part et d'autre le même angle ACË, il . 
restera l’angle ACD égal à son opposé BCE. 

On démontrerait de même que l’angle ACE est égal 
à son opposé BCD. 

Scholie. Les quatre angles formés autour d’un point 
par deux droites qui se coupent, valent ensemble 
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quatre angles droits; car les angles ACE, BCE, pris 
, ensemble, valent deux angles droits, et les deux autres 
ACD, BCD, ont la même valeur, 
fis. 19. En général, si tant de droites qu’on voudra CA, 
CB, etc., se rencontrent en un point C, la somme 
de tous les angles consécutifs ACB, BCD, DCE, 
ECF, FCA, sera égale à quatre angles droits: car 
si on formait au point C quatre angles droits au 
moyen de deux lignes perpendiculaires entre elles , le 
même espace serait rempli , soit par les quatre angles 
droits , soit par les angles successifs ACB , BCD, etc. 

PROPOSITION VI. 

' THBoaêiiB. 

Deux triangles sont égaux, lorsqu’ils ont un 
angle égal compris entre deux côtés égaux 
chacun à chacun. 

fig. >3. Soit l’angle A égal à l'angle D, le côté AB égal à 
DE, le côté AC égal à DF ; je dis que les triangles 
ABC , DEF , seront égaux. 

En effet, ces triangles peuvent être posés l’un sur 
l'autre de manière qu’ils coïncident parfaitement. Et 
d’alrord si on place le côté DE sur son égal AB, le 
point D tomber.-) en A et le point E en B : mais puis- 
que l'angle D est égal à l’angle A, dès que le côté 
DE sera placé sur AB, le côté DF prendra la direc- 
tion AC. De plus DF est égal à AC; donc le point F 
tombera en C, et le troisième côté EB' couvrira exac- 
tement le troisième côté BC; donc le triangle DEF 
*•». fi. est égal au triangle ABC*. 

Corollaire. De ce que trois choses sont égales dans 
deux triangles, savoir, l’angle A nr: D, le côté AB = 
DE, et le côté AC = DF, on peut conclure que les 
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trois autres le sont, savoir, l'angle B ^ E, l’angle 
G =r F , et le côté BC =r EF. 

PROPOSITION VII. 

T B É O n Ê M B. 

Deux triangles sont égaux , lorsqu'ils ont un 
côté égal adjacent à deux angles égaux chacun 
à chacun. 

Soit le côté lî(i égal au côté EF, l'angle B égal a 6g. *3. 
l’angle E, et l'angle (] égal à l’angle F; je dis que le 
triangle DEF sera égal au triangle ARC. 

Car, pour opérer la siiper|jositiou , soit placé EF 
sur son égal BC, le point E tombera en B,, et le point 
F en Ç. Puisque l’angle E est égal k l'angle B , le côté 
ED prendra la direction BÂ ; ainsi le point D se 
trouvera sur quelque point de la ligne BA. De même, 
puisque l’angle F est égal à l’angle C , la ligne FD 
prendra la direction CA, et le point D se trouvera 
sur quelque point du côté C.A; donc le point D qui 
doit se trouver a la fois sur les deux lignes BA, CA, 
tombera sur leur intersection A ; donc les deux trian- 
gles ABC, DEF, coïncident l’un avec l’autre, et sont . . 

parfaitement égaux. 

Corollaire. De ce que trois choses sont égales dans 
deux triangles, savoir, BC=iEF, B = E, C = F, on 
peut conclure que les trois autres le sont, savoir, 

AJ1 = DE, AC=DF, A=D. 

PROPOSITION VIII. - 

THBORÈMB. 

Dans tout triangle un côté quelconque est plus 
petit que la somme des deux autres. 

Car la ligne droite BC, par exemple, est le plus 6g. si. 
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*W. 3. court chemin de B en C* , donc BC est plus petit que 
AB + AC. 

PROPOSITION IX. 

^ TRBORéME. 

6g. 94 . Si d’un point O pris au - dedans du triangle 
ABC, on mène aux extrémités d’un cdté BC les 
droites OB , OC, la somme de ces droites sera 
moindre que celle des deux autres côtés AB , AC. 

Soit prolongé BO jusqu’à la rencontre du côté AC 
en D ; la ligne droite OC est plus courte que OD -+■ 
•pr. 8. DC* : ajoutant de part et d’autre BO , on aura BO -|- 
OC < BO- 4 -OD + DC, ou BO+OC < BD-J-DC. 

On a pareillement BD < BA-t-AD ; ajoutant de 
part et d’autre DC , on aura BD-I-DC < BA-f- AC. 
Mais on rient de trouver BO-I-OC < BD-f-DC ;donc 
à plus forte raison , BO-f-OC < BA -J- AC. 

' . PROPOSITION X. 

THÉoaêME. 

Bg. *5. Si les deux côtés AB , AC , du triangle ABC 
sont égaux aux deux côtés DE , DF , du triangle 
DEF , chacun à chacun ; si en même temps l’angle 
BAC , compris par les premiers , est plus grand 
que l'angle EDF, compris par les seconds; je 
dis que le troisième côté BC du premier triangle 
. sera plus grand que le troisième EF du second. 

Faites l'angle CAG=D, prenez AG = DE, et 
joignez CG , le triangle GAC sera égal au triangle 
DEF, puisqu’ils ont par construction un angle égal 
*pr. 6. compris entre côtés égaux* ; on aura donc CG=EF. 
Maintenant il peut y avoir trois cas, selon que le point 
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(i tombe hors du triangle ABC, ou sur le côté BC; 
ou an-dedans du même triangle. 

Premier cas. La ligne droite 6C est plus courte fig.sS. 
que G1 -f- IG , la ligne droite AB est plus courte que 
AI-f-lB; donc GG 4- AB est plus petit que GI 4 -AI 4 - 
IG+ IB, ou, ce qui est la même chose, GG-+- AB < AG 
-f- BG . Retranchant d'un côté AB et de l'autre son égale 
AG , il restera GG < BG : or GG =r EF ; donc on aura 
EF < BG. • 

Second cas. Si le point G tombe sur le côté BG , ü fig. afl. 
est évident que GG ou son égale EF sera plus petit * * 

que BG. 

Troisième cor. En&n si le point G tombe au-dedans fig. * 7 . 
du triangle ABG, on aura, suivant le théorème pré- . . 

cèdent, AG-H GG <AB4-BG. Retranchant d’une part 
AG, et de l’autre son égale AB, il restera GG < BG, ou 
EF<BG. 

Scholie. Réciproquement, si les deux côtés AB, AG, 
du triangle ABG sont égaux aux deux côtés DE, DF, 
du triangle DEF ; si, de plus, le troisième côté GB du 
premier triangle est plus grand que le troisième EF . ^ 

du second , je dis que l’angle BAG du premier triangle ' 
sera plus grand que l'angle EDF du second. 

Gar si on nie cette proposition , il faudra que l’angle ' . 

BAG soit égal à EDF, ou qu’il soit plus petit queEDF: 
dans le premier cas , le côté GB serait égal à EF* ; dans * pr. 6. 
le second , GB serait plus petit que EF ; or l’un et l’autre 
est contraire à la supposition ; donc l’angle BAG est 
plus grand que EDF. , 

PROPOSITION XI. ■ 

THÉOaÊMB. 

Deux triangles sont égaux , lorsqu’ils ont les 
trois côtés égaux chacun à chacun. 
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. » 3 , SoH 1« côté AB=DE, AC=DF, BC=EF, je dis 
- <|ii’on aura l’angle A=D, B=E, C=:F. 

, Car si l’angle A était plus grand que l'angle D, 

. comme les côtés AB, AC, sont égaux aux côtés DE, 
DF, chacun à chacun , il s'ensuivrait, par le théorème 
précédent, que le côté BG est plus grand que EF ; 
et si l’angle A était plus petit que l’angle D, il s'en- 
suivrait que le côté BC est plus petit que EF ; or , BC 
est égal à EF'; donc l'angle A ne peut être ni plus 
• ' grand ni plus petit que l’angle D ; donc il lui est égal. 

«On prouvera de même que l'angle B=E, et que 
l'angle G = F. 

Scholicx On peut remarquer que les angles égaux 
sont opposés à des côtés égaux : ainsi les angles égaux 
. A et D sont opposés aux côtés égaux BC, EF. 

PROPOSITION XII. 

TBÉOHRHE. 

Dans un triangle isoscèle , les angles opposés 
' aux côtés égaux sont égaux. 

. aS. Soit le côté AB=rAC, je dis qu’on aura l’angle 
C=fB. 

Tirez la ligne AD du sommet A au point D, milieu 
delà base BC, les deux triangles ABD, ADC, auront 
les trois côtés égaux chacun à chacun ; savoir AD 
commun, AB=AC par hypothèse, et BD = ÜC par 
construction; donc, en vertu du théorème précédent, 
Tangle B est égal à l’angle G. 

Corollaire. Un triangle équilatéral est en même 
temps équiangle , c’est-à-dire, qu'il a ses angles égaux. 

Scholie. L’égalité des triangles ABD, ACD, prouve 
en même, temps que l’angle BAD = DAC, et que 
l'angle BDA — AIX’.; donc ces deux derniers sont 
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(IroiU; donc la ligne menée du sommet d'un triangle 
isosceie au milieu de sa base, est perpendiculaire a • 
cette base, et divise l'angle du sommet en deux parties ^ 

• égales. 

Dans un triangle non isoscèle on prend indifférein-. ^ 
nient pour base un côté quelconque, et alors son 
sommet est celui de l’angle opposé. Dans le triangle . . ' 
isoscèle on prend particulièrement pour base le côté 
qui n'est point égal à l’un des deux autres. 

PROPOSITION XIII. . - 

THéOBBMB. 

Réciproquement, si deux angles sont égaux 
dam un triangle , les côtés opposés seront égaux , 
et le triangle sera isoscèle. 

Soit l'angle ABC = ACB, je dis que le côté AQ sera cg. 
égal au côté AB. 

Car si ces côtés ne sont pas égaux , soit .\B le plus 
grand des deux. Prenex BD = AG, et joignez DC. 

L’angle DBG est, par hypothèse, égal à AGB; les . 

deux côtés OB, BG sont égaux aux deux AG, G8; 
donc le triangle DBG * serait égal au triangle AGB. *|>i-, ft, 
Mais la partie ne peut pas être égale au tout; donc il 
n’y a point d inégalité entre les côtés AB , AG ; doné. 
le triangle ABG est isoscèle. 

PROPOSITION XIV. 

THBOHBMB. , 

. Be deux côtés d’un triangle , celui-là est le . % 
plus grand qui est opposé à un plus grand 
angle , et réciproquement, de deux cmgles d'un 
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triangle, celui-là est le plus grand qui est op- 
posé à un plus grand côté. 
fig. 3o. Soit l’angle C > B , je dis que le côté AB opposé 
• à l’angle C est plus grand que le côté AC oppose à 
l'angle B. 

Soit fait l’angle BCD = B ; dans le triangle BDC 
*!»• on aura * BD=DC. Mais la ligne droite AC est plus 
courte que AJ) DC, et AD + DC =r AD -i- DB = 
AB; donc AB est plus grand que AC. . ' 

‘ ' a" Soit le côté AB > AC , je dis que l’angle C opposé 

au côté AB sera plus grand que l’angle B opposé au 
côté AC. ' 

Car si on avait C<B, il s’ensuivrait, par ce qui 
vient d’étre démontré, AB < AC, ce qui est contre la 
•lic.iî. supposition. Si on avait C = B, il s’ensuivrait * AB = 
AC, ce qui est encore contre la supposition ; donc il 
faut que l’angle C soit plus grand que B. 

' ' PROPOSITION XV. 

, ' . ■ ^ TBÉORÊIIE. 

- Sf. 3i. ü'un point k donné hors dé une, droite DE , on 

ne peut mener qu'une seule perpendiculaire à 
' cette droite. 

Car supposons qu'on puisse en mener deux AB et 
AC; prolongeons l’une d’elles AB d’une quantité BF 
= AB, et joignons FC. 

• . ^ Le triangle CBF est égal au triangle ABC : car 

l'angle CBF est droit ainsi que CBA, le côté CB est 
commun, et le côté BF=AB; donc ces triangles 
’pr. sont égaux *, et il s’ensuit que l’angle BCF =: BCA. 
L’angle BCA est droit par liypothèse; donc l’angle 
BCF l’est aussi. Mais si les angles adjacents BCA, BCF, 
valent ensemble deux angles droits, il faut que la bgne 


I 


Digiiized by Google 


Li va c I. 17 

ACi*' Mit droite*; d'où il résulte qu’entre les deux * pr. 4. 
mAmes points A et F , on pourrait mener deux lignes 
droites ABF , AGF ; ce qui est impossible * ; donc il * ax. 4. 
est pareillement impossible que deux perpendiculaires 
soient menées d’un même point sur la même ligne 
droite. 

SchoUe. Par un même point G donné sur la ligne 
AB , il est également impossible de mener deux per- 
pendiculaires à cette ligne : car si CD et CE étaient cea 
deux perpendiculaires , l’angle DCB serait droit ainsi ^ * * 

que BCE, et la partie serait égale au tout. 

PROPOSITION XVI. 

TBKOaillB. 

Si (f un point A situé hors d’une droite DE on î'- 
mène la perpendiculaire AB sur cette droite , et 
différentes obliques AE, AC AD, e/c. , à dijfé' 
rents points de cette meme droite : 

1“ La perpendiculaire AB sera plus courte 
que toute oblique. 

a® Les deux obliques AC, AE, menées de 
part et tï autre de la perpendiculaire à des dis- 
tances égales BC, BE , seront égales. 

3 “ De deux obliques AC et AD, ou AE et AD, 
menées comme on voudra, celle qui s’écarte le 
plus de la perpendiculaire sera la plus longue. 

Prolongez la perpendiculaire AB d’une quantité 
BF = AB, et joignez FC, FD. 

1* Le triangle BCF est égal au triangle BCA, car 
l’angle droit CBF = GBA, le côté CB est commun , et 
le côté BF = BA; dont * le troisième côté CF est égal * P'-*'’ 

a 


t 
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au troisième AG. Or, ABF ligne droite est plus courte 
que ACF ligne briséej donc AB moitié de ABF est 
plus courte que AC moitié de ACF ; donc i°, la peN 
pendiculaire est plus courte que toute oblique. r. 

a" Si on suppose BË=BC, comme on a en outre AB . 
commun et l’angle ABE= ABC , il s’ensuit que le tri- 
angle ABE est égal au triangle ABC* ; donc les côtés 
AE, AC sont égaux; donc 3°, deux obliques qui s’écai^ 
tent également de la perpendiculaire sont égales. ^ 

3” Dans le triangle DFA la somme des lignes AG, 
CF , est plus petite* que la somme des côtés AD, DF; 
donc AG, moitié de la ligne AGF, est plus courte 
que AD moitié de ADF ; donc 3°, les obliques qui 
s’écartent le plus de la perpendiculaire sont les plus 
longues. 

Corollaire 1. La perpendiculaire mesure la vraie 
distance d'un point à une ligne, puisqu’elle est plus 
courte que toute oblique.' 

11. D'un même point on ne peut mener à une même 
ligne trois droites égaies : car si cela était, il y aurait 
d'un même côté de la perpendiculaire deu^ obliques 
égales, ce qui est impossible. 

PROPOSITION XVII. 

THBOBâMB. 

Si par le point C, milieu de la droite AB, on 
élève la perpendiculaire EF sur cette droite; 
I* chaque point de la perpendiculaire sera éga- 
lement distant des deux extrémités de la ligne 
AB; a° tout point situé hors de la perpendicu- 
laire sera inégalement distant des mêmes extré- 
mités et B. 

Car, i" puisqu'on suppose AC=CB, les deux obli- 
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(|ues AD, DB, s’écartent également de la perpendi- 
culaire ; donc elles sont égales. Il en est de même des 
deux obliques AE, EB, des deux AF, FB , etc. ; donc 
1 °, tout point de la perpendiculaire est également dis- 
tant des extrémités A et B. 

a" Soit I un point hors de la perpendiculaire ; si 
on joint IA, IB, l’une de ces lignes coupera la per- 
pendiculaire en I), d’oii tirant DB, on aura DB — DA. 

Mais la ligne droite IB est plus petite que la ligne 
brisée ip-<-DB, et ID-^DB=1D4-DA=IA; donc 
IB<IA; donc a", tout point hors de la perpendicu- 
laire est inégalement distant des extrémités A et B. 

» 

PROPOSITION xvm. 

TBÉORÈMB. 

Deux triangles rectangles sont ègtstix lors- 
qu'ils ont l'hypoténuse égale et un côté égal. 

Soit l’hypoténuse AC=DF, et le cûté AB=DE, je fig. 33. 
dis que le triangle rectangle ABC sera égal au triangle 
rectangle DEF. ' 

L’égalité serait manifeste si' le troisième côté BG 
était égal au troisième EF : supposons , s'il est pos- 
sible, que ces' côtés ne soient pas égaux, et que BG 
soit le plus grand. Prenez BG=Ei'\ et joigne-z AG, 

Le triangle AB6 est égal au triangle DEF ; car l’angle 
droit B est égal à l’angle droit E, le côté AB=DE , et 
le côté BG=EF ; donc ces deux triangles sont égaux* * pr. lî. 
et on a par conséquent AG “DF; mais, par hypo- 
thèse, DF=AC; donc .■VGrzrAC. Mais rol)liquc AG 
ne peut être égale à .AG*, puisqu’elle est plus éloignée «pr.io 
de la perpendiculaire AB; donc il est iiiipossible que 
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BC diffère de EF ; donc le triangle ABC est égal au 
triangle DEF. 

PROPO.SITION XIX. 

THÉORÈME. 

Dans tout triangle^ la somme des trois angles est 
égale a deux angles droits. 

Soit ABC le triangle proposé dans lequel nous* 
supposerons (i) que AB e.st le plus grand côté et BC 
le plus petit , et qu'ainsi ACB est le plus grand angle, 
i>r. i4. et BAC le plus petit. * 

Par le point A et par le point I milieu du côté op- 
posé BC , menez la droite AI que vous prolongerez en 
C' jusqu'à ce que AC'=AB} prolongez de même AB 
en B' jusqu'à ce que AB' suit double de AI. 

Si on désigne par A, B , C, les trois angles du tri- 
angle ABC etsemblablemeiit par A', B', C' les trois angles 
du triangle AB'C', je dis qu’on aura l’angle C'=B+C, 
et l’angle A=A'-hB’, d’où résulte A-t-B4-C=A'-t-B' 
q-C’, c'est-à-dire que la somme des trois angles est la 
même dans les deux triangles. 

Pour le prouver, faites AK = AI et joignez C’K ^ 
vous aurez le triangle C’AK égal au triangle BAI. Car 
dans ces deux triangles, l'angle commun A est com- 
pris entre côtés égaux chacun à chacun , savoir : AC, 
=AB,et AK=:AI. Donc le troisième côté C'K est égal 
au troisième BI ; donc aussi l’angle AC'K= ABC , et 
l’angle AKC=:AIB. 

Je dis maintenant que le triangle B'C’K est égal au 
triangle AGI , car la somme des deux angles adjacens 
pr. 1 , AK.C’-{-C’KB' est égale à deux angles droits* ainsi que 

(t) Cette tapposition n’exclat pu le caioù le côté moyen AC 
sertit égal à l'un des extrêmes AB ou BC. 
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la somme des deux angles AIC+AIB; retranébant de 
part et d'autre les angles égaux AKC' , AIB, il restera 
l’angle C'KB'= AIC. Ces angles égaux dans les deux 
triangles sont compris entre côtés égaux chacun à 
chacun, savoir C'K=lB = CI, et KB'=AK=AI, 
puisqu’on a supposé AB'= aAIc= aAK. Donc les deux 
triangles B'C'K , AGI , sont égaux*; donc le côté C*B' 
=AC, l’angle B'C'K=ACB, et l’angle KB'C'=CAI. 

Il suit de là que l’angle AC'B' désigné par C' est 
composé de deux angles égaux aux angles fi et C du 
triangle ABC, et qu’ainsi on aC'=B-f-C; a*' que l’angle 
A du triangle ABC est composé de l’angle A' ou 
G'AB' qui appartient au triangle AB'C' et de l’angle 
CAI égal à l’angle B' du même triangle, ce qui donne 
A = A'+B'; donc A + B + C = A’4-B'-»-C'. D’ail- 
leurs puisqu’on a par hypothèse AC < AB et par con- 
séquent C'B' < AC', on voit que dans le triangle AC'B 
l’angle en A, désigné par A', est moindre que B', 
et comme la somme des deux est égale à l’angle A 
du triangle proposé, il s’ensuit qu’on a l'angle A' 

Si on applique la même construction au triangle 
AB'C', pour former un troisième triangle AC'B' 
dont les angles seront désignés par A" , B", C* , on 
aura semblablement les deux égalités C' = C'-+-B’. 
A'= A'-l- B' , d’où résulte A'-^-B'^-C'=A’'-^B'-^-C', 
Ainsi la somme des trois angles est la même dans ceg 
trois triangles: on aura en même tems l’angle A* < -jA', 
et par conséquent A' <^A. 

Continuant indéfiniment la suite des triangles AC'B', 
AC'B', etc. on parviendra à un triangle abc dans 
lequel la somme des trois angles sera toujours la même 
que dans le triangle proposé ABC et qui aura l’angle 
a plus petit que tel terme qu’on voudra de la pro- 
gression décroissante -îA , jA , jA , etc. 

On peut donc supposer cette suite de triangles 
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prolongée jusqu'à ce que l'angle a soit moimire que 
tom angle donné. 

Et si au moyen du triangle abc on construit 
le triangle suivant a' b’ c' , la somme des angles 
a'-^b' de celui-ci sera égale à l’angle a, et sera par 
conséquent moindre que tout angle donné j d'où l'on 
voit que la somme des trois angles du triangle a'b'c' 
se réduit presque au seul angle c'. 

Pour avoir la mesure précise de cette somme , pro- 
longeons le côté rt'c' vers d\ et appelons .r' l’angle 
extérieur b'c'd'\ cet angle a;', joint à l'angle c' du 
triangle a'b'c' , fait une somme égale à deux angles 
droits*^ ainsi en désignant l’angle droit par D, on aura 
c'=aD — x'; donc la somme des angles du triangle 
a'c'b’ sera 

' aD-|-a'-|-^' — ar'. 

, Mais on peut concevoir que le triangle a'c'b' varie 
dans ses angles et ses côtés, de manière à représenter 
les triangles successifs qui naissent ultérieurement de 
la même construction et s’approchent de plus en 
pius.de la limite où lesanglesa' et^'seraient nuis. Dans 
cette limite la droite a'c'd' sé confondant avec a'b' , 
les trois points a',c',b', finissent par être exactement 
en ligne droite; alors lés angles b' et x' deviennent 
nuis en même tems que a', et la quantité a l)-|-a'-4-ô' 
— X , qui mesure la somme des trois angles du triangle 
a'c'b' , se réduit à a D , donc dans tout triangle la 
. somma des trois angles est égale à deux angles droits. 

, Corollaire 1. Deux angles d’un triangle étant donnés 
ou .seulement leur somme, on connaîtra le troisième 
en retranchant la somme de ces angles de deux angles 
droits. 

II. Si deux angles d’iui triangle sont égaux à deux 
angles d’un autre triangle, chacun à chaoun, le troi- 
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«ième de !’un sera égal au troisième de l autre, et 
les deux triangles seront équiaiigles entre eux. 

ni. Dans un triangle il ne peut y avoir qu’un seul 
angle droit j car s’il y en avait deux , le troisième 
devrait être nul; à plus foVte raison un triangle ne 
peut-il avoir qu’un seul angle obtus. 

IV. Uans un triangle rectangle la somme des deux 
angles aigus est égale à un angle droit. 

V. Dans un triangle équilatéral chaque angle est 
le tiers de deux anglçs droits ou les deux tiers d un 
angle droiti Donc si l’angle droit est exprimé par' i , 
l'angle du. triangle équilatéral le sera par 

VI. Dans tout triangle ABC si on prolonge le côté 

AB vers D, l’angle extérieur CBD sera égal à ja som- 
me des deux intérieurs opposés A et C ; car en ajoutant 
de part et d'autre ABC, les deux sommes sont égales 
à detix angles droits. ^ 


PROPOSITION XX. 

HBO R à MB. 
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La somme de tous les angles intérieurs dCun 
polygone est égale à autant de fois deux angles 
droits qu'il y a d’unités dans_ le nombre des 
côtés moins deux-. ' • • ‘ 

Soit ABC D etc. le polygone proposé; si du sommet 
d’un même angle A, on mène à tous les sommets des Ig, t«. 
angles opposés les diagonales* AG , AD , AE , etc. , 
il est aisé de voir que le polygone sera partagé en ^ 
cinq triangles, s'il a sept côtés; en six triangles, s'il 
avait huit côtés; et en général, en autant de triangles 
que le polygone a de côtés moins deux ; car ces trian- 
gles peuventétre considérés comme ayant pour sommet / 
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. commun le point A, et pour bases les différents côtés des 
polygones, excepté les deux qui forment laugle A. On 
voit en même temps que la somme des angles de tous 
ces triangles ne diffère point de la somme des angles 
du polygone; donc cette dernière somme est égale 
à autant de fois deux angles droits qu'il y a de triangles, 
c’est-l-dire, qu'il y a d'unités dans le nombre des côtés 
, du polygone moins deux. • 

Corollaire I. La somme des angles d'un quadrilatère 
est égale à deux angles droits multipliés par 4 — ^ > ce 
qui fait quatre angles droits. Donc si tous les angles 
d'un quadrilatère sont égaux , chacun d’eux sera un 
angle droit : ce qui justiüe la définition xvii où l'on 
a supposé que les quatre augles d'un quadrilatère 
sont droits, dans le cas du rectangle et du quarré. 

II. La somme des angles d'un pentagone est égale 
à deux angles droits multipliés par 3 — -a, ce qui 
fait 6 angles droits. Donc lorsqu'un pentagone est 
équiangle, c’est>à-dire lorsque ses angles sont égaux 
les uns aux autres,' chacun d'eux est égal au cin- 
quième de six angles droits , ou aux ; d’un angle droit. 

III. La somme des angles d'un hexagone est de 
ax( 6 — a) ou 8 angles droits; donc dans l'hexagone 
équiangle, chaque angle est ; ou ; d'angle droit. 

'•s- -iî- Scholie. Si on voulait appliquer cette proposition 
à un polygone dans lequel il y aurait un ou plusieurs 
angles rentrants, il faudrait considérer chaque angle 
rentrant comme étant plus grand que deux angles 
droits. Mais, pour éviter tout embarras, nous ne 
considérerons ici et dans la suite, que les polygones 
à angles saillants, qu’on peut appeler autrement poly- 
‘gones convexes. Tout polygone convexe est tel, qu une 
ligne droite , menée comme on voudra, ne peut rencon- 
trer le contour de ce polygone qu’en deux points. 


Digitized by Google 


LIVRE K 


aS 


PROPOSITION XXI. 

THÉOBBME. 

Si deux lignes droites AB, CD, sont perpendi- ««• 36. 
culaircs aune troisième F G , ces deux lignes seront 
parallèles, c'est-à-dire quelles ne pourront se 
rencontrer à quelque distance qu'on les prolonge. 

Car si elles se rencontraient en un point 0, il y aurait 
deux perpendiculaires OF, OG, abaissées d'un même 
point Osur une mémeligne FG, ce qui est impossible.* 

PROPOSITION XXII. ' 

, THÉORKH8. 

Si deux lignes droites AB , CD, font avec une 
troisième EF, deux angles intérieurs BEF, DFE, 
dont la somme soit égale à deux angles droits, 
les lignes AB, CD, seront parallèles. 

Si les angles BEF, DFE, étaient égaux , ils seraient 
droits l’un et l'autre, et on tomberait dans le cas de 
la proposition précédente ; supposons donc qu’ils sont 
inégaux et parle point F ,soiiiinet du plus grand, abais- 
sons FG perpendiculaire sur AB. 

Dans le triangle EFG, la somme des deux angles 
aigus FËG-1- EFG est égale à un angle droit*; cette *pr. 19. 
Somme étant retranchée de la somme BEF DFE^® "^'*' 
égale par hypothèse à deux angles droits, il restera 
l’angle DFG égal à un angle droit. Donc les deux li- 
gnes AB , CD , sont perpendiculaires à une même ligne 
FG, donc elles sont parallèles *. , 
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PROPOSITION XXIII. 

THBORBMB. 

«c- Î-. . Si deux lignes droites JB, CD , font avec mie 
troisième EF, deux angles intérieurs d’un même 
côté, dont la somme soit plus petite ou plus 
grande que deux angles droits, les lignes A B , CD , 
prolongées sujjisarnment , devront se rencontrer. 
Soit 1” La somme BEF-J-EFD plus petite que deux 
angles droits , menex FO de manière que l'angle 
EFG=i: AEF , vous aurez la somme BEF-t-EFG égale 
è la somme BEI+AEF et par conséquent égale à 
. deux angles droits, et pui.sque BEF + EFD est plus 
petite que deux angles droits, la droite DF sera com- 
prise dans l'angle EFG. - 

Par le point F tirez une oblique FM qui rencontre 
AB en M, l’angle AMF sera égal à GFM, puisqu'en 
ajoutant de part et d’autre une même quantité EFM 
_ -f-FEM, les deux sommes sont égales chacune à deux 
angles droits. Prenez ensuite MN = FM et joignez FN; 
l’angle AMF , extérieur au triangle FMN , est égal à 
la somme des deux intérieurs opposés MFN , MWF* ; 
ceux-ci sont égaux entre eux , puisqu’ils sont opposés 
à des côtés égaux MN , FM ; donc l’angle AMF ou son 
égal MFG est double de MFN ; donc la droite FN 
divise en deux parties égales l'angle G FM et rencontre la 
ligne A B en un point N situé à la distance MN = FM. 

Il suit de la même démonstration que si on prend 
NP = FN, on déterminera sur la ligne AB le point P 
on aboutit la droite FP qui fait l’angle GFP égal à la 
moitié de l’angle GFN, Ou au quart de l’angle GFM, 
On peut donc prendre ainsi successivement la moitié 
•'le quart, le huitième, ctc.de l’angle GFM, et les 
^ lignes qui opèrent ces divisions, rencontreront la ligne 


Digitized by Google 


LIVHS I. 


AB en des points' de plus en plus éloignes , mais faciles 
à déterminer, puisque MN = FM, NP=FN, PQ= 

PF, etc. On peut même observer que chaque distance 
d’un de ces points d'intersection au point fixe F , m’est 
pas tout à fait double de la distance du point d’intersec- 
tion précédent, car F’N par exemple est môiiidre que ’ 
FM+MN ou 2 FM; on a pareillement FP <aFN, 

^FQ < aFPj etc. 

Mais en continuant de sous-diviser l’angle GFM en 
raison double, on parviendra bientôt à un angle G FZ 
plus petit que l’angle donné GFD , et il sera encore 
vrai que FZ prolongée rencontre AO en un point dé- 
terminé : donc à plus forte raison la droite FO coin.' - 
prise dans l’angle KFZ, rencontrera AB. 

-Supposons 2” que la somme des deux angles inté- 
rieurs A£F-f-CF£ est plus grande que> deux angles 
droits, si l’on prolonge AE vers 0 et CF vers D, la 
somme des quatre angles AEF, BEF, CFE, EFD , sera 
égaleà quatre angles droits; donc si de cette somme 
00 retranche AEF-p.CFE plus grande que, deux 
angles droits, il restera' la somme BËF-t-£FD plus 
petite que deux angles droits. Donc suivant le premier 
casles lignes EB, FD,-prolongéessuffisamment, doivent 
se rencontrer. ' , 

Corollaire. Par un point donné F on ne peut mener 
qu’une seule parallèle à la ligne donnée AB ,- car ayant 
tiré FE à volonté, il n’y a qu’une ligne FG qui fasse 
la somme des deux angles BEF-t- EFG , égale à deux 
angles droits; toute autre droite FO ferait la somme , 
des deux angles BEF+EFD plus petite ou plus grande 
qqe deux droits; et rencontrerait par conséquent 
la ligne AB. ’ 

PROPOSITION XXIV. 

THÉOaiME. , 

Si deux lignes parallèles AB, CD, sont 
contrées par une sécante EF , la somme des 
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angles intérj^urs AGO , GOC , sera égale à deux 
angles drota. 

Car si elle était plus grande ou plus petite, les deux 
droites AB, CD, se rencontreraient d’un câtë ou de 
pr<>3. l’autre* et ne seraient pas parallèles. 

. Corollaire I. Si l’angle GOC est droit, l’angle AGO 
sera aussi un angle droit; donc toute ligne perpen-' 
diculaire à l'une des parallèles est perpendiculaire k 
l'autre. ' 

CoroUeàré II. Puisque la somme AGO + GOC est 
égale à deux angles droits, et que la somme GOD + 
GOC est aussi égale à deux angles droits; si on re- 
tranche de part et d’autre GOC, on aura l’angle AGO 
pr. 5. =GOD. D’ailleurs AGO=BGE, et GOD=COF*; 
donc les quatre angles aigus AGO, BGE, GOD, COF, 
sont égaux entre eux; il en est de même des quatre 
angles obtus AGE, BGO, GOG-, DOF. On peut ob- 
server de plus qu’en ajoutant l’uu des quatre angle 
aigus à l’un des quatre obtus , la somme sera toujours 
égale à deux angles droits. 

SchoUe. Les ang.es dont on vient de parler , com- 
parés deux à deux, prennent différents noms. Nous 
avons déjà appelé les angles AGO , GOC , intérieurs 
tTun même côté; les angles BGO, GOD , ont le même 
nom ; les angles AGO , GOD , s’appellent alternes- 
intemes, ou simplement alternes; il en est de même 
des angles BGO., GOC. Enfin on appelle internes- 
m externes les angles EGB , GOD; ou EGA, GOC, et 
alternes-externes les angles EGB, COF, ou AGE, DOF. 
Cela posé on peut regarder les propositions suivantes 
comme étant déjà démontrées. 

I” Les angles intérieurs d’un même côté, pris en- 
semble, valent deux angles droits. 

. ■ -a° 'Les angles altemes-intemes sont égaux, ainsi que 
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les angles internes-externes , et les angles alternes- 
extemes. * * 

Réciproquement si dans ce second cas, deux angles 
de même nom sont égaux , on peut conclure que les 
lignes auxquelles ils se rapportent sont parallèles. 

Soit, par exemple, l’angle AGO = GOD; puisque GOC 
-f- GOD est égal à deux droits , on aura aussi AGO 
-T- GOC égal à deux droits, donc* les lignes AG, CO, V- 
sont parallèles. ' 

PROPOSITION XXV. 

TBÉOBBMB. , 

-■ Deux lignes AB , CD , parallèles à une troi- 
sième EF , sont parallèles entre elles. 

Menez la sécante PQR perpendiculaire à EF. 

Puisque AB est parallèle à EF,, la sécante PR sera 
perpendiculaire à AB*; de niéme puisque CU est pa- *«or.i 
rallèle à EF, la sécante PR sera perpendiculaire à 
CD. Donc AB et CO sont perpendiculaires à la même 
droite PQ; donc elles sont parallèles *. .. i- 

PROPOSITION XXVI. 

THÉORânB. 

Deux parallèles sont partout également dis- 
tantes. 

* * 

Etant données les deux parallèles AB, CD, si par fig. 40. 
deux points pris à volonté, on élève sur AB les deux 
perpendiculaires EG , FH , les droites EG, FH , seront 
en même temps perpendiculaires à CD * ; je dis de plus *pr. >(. 
que ces droites seront égales entre elles. 

Car en tii'ant GF, les angles GFE, FGH, considérés 
par rapport aux parallèles AB, CD, seront égaux 
comme alternes - internes*; de même puisque les 
droites EG, FH, sont perpendiculaires à une même -- 
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droite AB , et par conséquent parallèle* entre elles, 
les angles EGF, GFH , considérés par rapport aux 
parallèles G£,'FH, seront égaux comme alternes- 
internes. Donc les deux triangles EFG, FGH , ont un 
, côté commun FG adjacent à deux angles égaux, 

chacun à chacun donc ces deux triangles sont 
. ’i-t i- égaux*; donc lé côté £G qui mesure la distance des. 

parallèles AB , CD , au point Ë, est égal au côté FH , 

' qui mesure la distance de ces' mêmes parallèles au 
point F. ' . 

PROPOSITION XXVII. 

TRKOHBHB. 

«R. s«. . Si deux angles BAC, DEF, ont les côtés pa- 

rallèles , chacun à chacun , et dirigés dans le ■ 
même sens, ces deux angles seront égaux. ■ 

' . - . . Prolongea, s’il est nécessaire, DE jusqu’à la ren* 

contre de AC en G; l’angle DEF est égal à DGC , 
parce que EF est parallèle à GC*; l’angle DGG est 
égal à BAC , parce que DG est parallèle à AB ; donc 
. -, ' ■ ■ l’angle DEF est égal à BAC. ' • 

Scholie. On met dans cette proposition la restriction 
que le côté EF soit dirigé dans le même sens que AC 
* et ED dans le même sens que AB; la raison en est que 

si on prolonge F£ vers H, l’angle DEH aurait scs 
. côtés parallèles à ceux de l'angle BAC, mais ne 
• > , lui .serait pas égal. Dans ce cas , l’angle DE et 
l’angle BAC feraient ensemble deux angles droits. 

PROPOSITION XXVIII, 

T n KO R B HÉ. 

Les côtés opposés d’un parallélogranime sont 
égaux, aifisi que les angles opposés. 

. 'Tirez la diagonale BD, les deux triangles ADB, 

» ■ . . •• • , . 


Djgilizeçl b^Google 


f. . ài 

• •% • 

OfiC , onjt le côté commun BD ; de plus , à cause des 
parallèles AD, BC, l’angle ADB=DBC*,et à cause *pr. «v 
(les parallèles AB, CD , l’angle ABD = BDC; donc 
les deux triangles ADB, DBG, sont égaux*; donc le * |>r. 7. 
côté AB opposé à l'angle ADB est égal au côté DC . .. 
opposé à l'angle égal DBG , et pareillement le troi* , 
sième côté AD est égal au troisième BG ; donc les 
côtés opposés d'un parallélogramme sont égaux. 

En second lieu, de l’égalité des mêmes triangles il 
s’ensuit'que l’angle A est égal à l’angle G, et aussi que 
l'angle" ADCf composé des deux angles ADB, BDC - 
est égal à l’angle ABC, ^composé des deux angles 
.DBG, ABD, donc les angles "opposés d’un parallèle^ 
gramme sont égaux.* • . • 

'. •. ^ 

. CoroUtùre. Donc deux parallèles AB, CD, com* 
prises entre deux autres parallèles AD, BC, sont 
.égales. • . •* • 

PROPOSITIQN XXIX. 

* • * 

• % ' . • • * * 

THÉOXâMB. 

Si dans un quadiilatère ABCD les ' côtés op- .fig. tt. 
posés sont égaux, en sorte qu*on ait AB=CD,- 
rtAD=BC, les côtés égaux seront parallèles , et . . 
la figure sera un parallélogramme. • . - ' . • • 


Car, en tirant; la diagonale BD, les deux triangles . 
ABD,.BDC, auront les trois côtés égaux ehacUn à s 
cUacuu; donc ils seront égaux; donc l'angle ADB op- 
posé au côté AB, est égal à l'angle DBG opposé au 
côté GD ; donc*. le côte AO est parallèle à BC. Par *pr. at. 
une semblable raison, AB est par^èle'à CD; donc le 
(quadrilatère ABCD est un parallélogramihie. 
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PROPOSITION XXX. 

THÉOBÊME. 

tf.m Si deux côtés opposés AB, CD, dun quadri- 
latère sont égaux et parallèles, les deux autres 
côtés seront pareillement égaux et parallèles , et 
la figure ABCD sera un parallélogramme. 

Soit tirée la diagonale BD ; puisque AB est pa> 
railèle à CD, les angles alternes ABD, BDC, sont 
*pr.* 4 , égaux * : d’ailleurs le côté AB = DC, le côté DB est 
commun ; donc le triangle ABD est égal au triangle 
•pr. fi. DBG *; donc le côté AD = BC, l'angle ADB = DBC, 
et par conséquent AD est parallèle à BC; donc la 
figure ABCD est un parallélogramme. 

PROPOSITION XXXI. 

TBÉOaàllE. 

Sf. *5. . Les deux diagonales AC , DB, d'un parallé- 
logramme se coupent mutuellement en deux 
^ parties égales. 

Car, en comparant le triangle ADO au triangle 
COB, on trouve le côté AD— GB , l’angle ADO= 
*|ir.a4« CBO*; et l’angle DAO=OCB, donc ces deux trian-' 
*pr.> 7 . gles sont égaux*; donc AO, côté opposé à l’angle 
ADO , est égal à OC , côté opposé à l’angle OBC ; donc 
aussi DO=:OB. 

.ScAo/ie. Dans le cas du losange , les côtés' AB, BC, 
étant égaux, les triangles AOB, OBG, ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun , et sont par conséquent 
égaux; d’où il suit que l’angle AOB=BOG, et qu’ainsi 
les deux diagonales d’un losange se coupent mutuelle- 
ment à angles droits. 
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I,E CERCLE ET LA MESURE DES ANGLES. 

' DXVINITIOHS. 

I. Là circonférence du cercle est une ligne courbe, fig. 46. 
dont tous les points sont également distants d’un point 
intérieur qu’on appelle centre. . 

Le cercle est l’espace terminé par cette ligne courbe. 

JV. B. Quelquefoia dans le discours on confond le cercle avec sa 
circonférence; mais il sera toujours facile de rétablir l’exactitude 
des expressions , en se souvenant qiie le cercle est une surface qui 
a longueur et largeOr, tandis que la circonférence n’est qu’une 
ligne. ■ * ■ 

II. Toute ligne droite CA , CE , - CD , etc. , menée 
du centre à la circonférence ,• s'appelle rayon ou demi^ * 
diamètre; toute ligne, comme AB, qui passe par le 
centre , et qui est terminée de part et d’autre à la cir- ' ' 
conférence, s’appelle diamètre. 

En vertu de la définition du cercle, tous les rayons 
sont égaux; tous les diamètres sont égaux aussi, et 
doubles du rayon. 

* 111. On appelle arc une portion de circonférence 

telle que FHG. 

La corde ou sétis-tendante de l’arc est la ligne droite 
FG qui joint ses deux extrémités. 

IV. Segment est la surface ou portion de cercle 
comprise entre l’arc et la corde. 

N. B. A la même corde FG répoudent toujours deux arcs FHG> 

FEG , et par conséquent aussi deux segments ; mais c'est toujours ^ 
le plus petit dont on entend parler, A moins qu’on n’expriino 
le contraire. ’’ . ' ' ••• 

' 3 
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y. Secteur est U partie du cercle comprise entre 
un arc DE et les deux rayons CD, CE, menés aux 
extrémités de cet arc. 

''S ^7- VI. On appelle ligne inscrite dans le cercle, celle 
dont les extrémités sont à la circonférence, comme 
AB; 

Angle inscrit , un angle tel que BAC , dont le som- 
met est à la circonférence,' et qui est formé par deux 
cordes ; 

■ Triangle inscrit, un triangle tel que BAC , dont les 

trois angles ont leurs sommets à la circonférence; 

Et en général figure inscrite , celle dont tous les 
' angles ont leurs sommets .à la circonférence: en même 
temps on dit que le cercle est circonscrit à celte figure. 

Gg. 48. Vil. On appelle sécante une ligne qui rencontre la 
circonférence en deux points : telle est AB. 

YIll. Tangente est une ligne qui n’a qu’un point 
de commun avec la circonférence : telle est CD. 

Le point commun M s’appelle point de contact. 

IX. Paieillement deux circonférences sont tan- 
gentes l’une à l’autre, lorsqu’elles n’ont qu’un point 
de commun. 

Gg. i 6 o. X. Un polygone est circonscrit à un cercle, lorsque 
tous ses côtés sont des tangentes à la circonférence} 
dans le même cas on dit que le cercle est inscrit dans 
le polygone. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

THJâoaSMB. 

G, . 4(> Tout diamètre AB divise le cercle et sa circon- 
férence en deux parties égales. 

Car si on applique la figure AEB sur AFB , en 
conservant la base commune AB, il faudra que la 
ligne courbe AEB tombe exactement sur la ligue 
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courbe ÂFB, sans quoi il y aurait dans Tune ou dans 
l'autre des points inégalement éloignés du centre , ce 
qui est contre la définition du cerele. 

PROPOSITION II. 

^ •» 

THBOSâHB. 

• S _ , 

Toute corde est plus petite que le diamètre. 

Car si aux extrémités de la corde AT) on mène les 6g. 4-,: 
rayons AC, CD, on aura la ligne droite AD< AC 
CD, ou AD < AB. - . 

Corollaire. Donc la plus grande ligne droite qu'on ‘ 
puisse inscrire dans un cercle est égale à son diamètre. ^ . 

PROPOSITION IIJ. - , . 

- THBOHBat E. 

Une ligne droite ne peut rencontrer une cir- . 
conférence en plus de deux points. 

Car si elle la rencontrait en trois, ces trois points 
seraient également distants du centre ; il y aurait donc , . 

trois droites égales menées d’un même point sur une 
même ligue droite , ce qui est impossible *. * (>r. i6, 

tir.' I. 

PROPOSITION iV. 

trbohéme. 

Dans un même cercle ou dans des cercles 
égaux , les arcs égaux sont sous-tendus par des - < 

cordes égales, et réciproquement les cordes W 

égales suus-tendent des arcs égaux. 

Le rayon AC étant égal au rayon EO , et l'arc AMD 6y 3... 
égal à l'arc ENG , je dis que la corde AD sera égale à 
la corde EG. ' 

3 . : 
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Car le diamètre* AB étant égal au diamètre EF , le 
demi-cercle AMDB pourra s’appliquer exactement sur 
le demi-cercle ENGF , et la ligue courbe AMDB coin* 
cidera entièrement avec la ligne courbe ENGF. Mai* 
on suppose la portion AMD égale à la portion ENG ; 
donc le point D tombera sur le point G; donc la corde 
AD est égale à la corde EG. 

Réciproquement, en supposant toujours le rayon 
AC=£0, si la corde AD=EG, je dis que l'arc AMD 
sera égal à l’arc ENG. 

Car en tirant les rayons CD, OG, les denx trian- 
gles ACD, EOG, auront les trois côtés égaux chacun 
à cliacun savoir, AC=EO, CD=îOG^et AD = 
EG ; donc ces triangles sont égaux * ; donc l’angle 
ACD = EOG. Mais en posant le demi-cercle ADB sur 
son. égal EGF, puisque l’angle AGD=EOG, il est 
clair que le rayon CD tombera' sur le rayon OG, et , 
le point D sur le point G; donc l’arc AMD est égal à 
l’arc ENG. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux , 
un plus grand arc est sous - tendu par une plus 
grande corde , et réciproquement^ si toutefois les 
arcs dont il s'agit sont moindres qu’une demi- 
circonférence. 

Car soit l’aiv AH plus grand quu AD, et soient 
menées les cordes AD , AH , et les rayons CD , CH : 
les deux côtés AC, CH, du triangle ACH sont égaux 
aux deux côtés AC, CD, du triangle ACD : l’angle 
ACH est plus grand que ACD ; donc * le troisième 
côté AH est plus grand que le troisième AD; donc 
la corde qui sous-tcnd le plus grand arc est la plus 
grande. 
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Réciproquement, si la corde AH est supposée plu^ 
grande que AD, on conclura des mêmes triangles ' ' 

que l’angle ACH est plus grand que ACD, et qu’ainsi 
' l’arc AH est plus grand que AD. 

Scholie. Nous supposons que les arcs dont il s’agit 
sont plus petits que. la demi - circonférence. S’ils 
étaient plus grands, la propriété contraire aurait lieu; 
l’arc augmentant, la corde diminuerait, et récipro- 
quement : ainsi l’arc AKfiD étant plus grand que 
AKBH , la corde AD du premier est plus petite que 
la corde AH du second. . 

PROPOSITION VI. 

* - ■ * 

TBBORÂMB. . / ' 

Le rayon CG, perpendiculaire à une corde iî#.5i. • 
AB, divise cette corde et V arc sous-tendu hG'R ^ 
chacun en deitx parties égales. ... * 

Menez les rayons CA, CB; ces rayons sont, par ' 
rapport à la perpendiculaire CD , deux obliques égales ; 
donc ils s’écartent également de la perpendiculaire*! * t 6 ,t. 
donc AD=DB. 

En second lieu , puisque AD=DB, CG est une per- 
pendiculaire élevée sur le milieu de AB donc * tout • 17,1. 
point de cette perpendiculaire doit être également 
distant des deux extrémités A et B. Le point G est un 
dé ces points; donc la distance AG=:cBG. Mais si la ' 
corde AG est égale à la corde GD, l’arc AG ser.i égal 
à l'arc GB*; donc le rayon CG, perpendiculaire à la •pt.t. 
corde AB, divise l’arc sous -tendu par cette corde en 
deux parties égales au point G. 

Scholie. Le centre C, le milieu D de la corde AB, ' , 
et le milieu G de l’arc sous-tendu par cette corde 
sont trois points situés sur une même ligne perpen. 
diculaire à la corde. Or il suiiit de deux points pour 
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(|^t6rniiner la |)üsltion dune ligne droite 5 <lonc toute 
ligne droite (fui passe par deux des points nienlion- 
yiés, passera nécessairement par le troisième, et sera 
perpendiculaire à la corde. 

' . Il s’ensuit aussi (fue la perpendiculaire éla-ée sur 

'le milieu d’une corde passe par le centre et par le 
• ’ milieu de l’arc sous-tendu par cette corde. 

I ’ Car cette perpendiculaire n’est autre que celle (jiii 

> I ’ serait abaissée du centre sur la même corde , puis- 

. ' qu’elles passent toutes deux par le milieu de la corde. 

PROPOSITION VIL, 

- , ... TBBORâsiB. 

%. Sa. Par trois points donnés. A, B, C, non en 
ligne droite, on peut toujours faire passer une 
' , circonférence, mais on n’en peut faire passer 

qu’une. 

Joisnez AB , BC , et divisez ces deux droites en deux 

O ï ’ ^ ^ 

parties (-gales par les perpendiculaires DE, FG ; je dis 
d’abord que ces perpendiculaires se rencontreront en 
un point O. 

y Car les lignes DE, FG , se couperont nécessai- 

< * rement si elles ne sont pas parallèles. Or supposons 

qu’elles fussent parallèles; la ligne AB, perpendicu- 
*24, 1.’* laire à DE, serait perpendiculaire à FG*, et l’angle 
K. serait droit; mais BK, prolongement de BD, est 
(lifférehte de BF, puisque les trois points A, B, C, 
. ne sont pas en ligne droite; donc il y aurait deux 
perpendiculaires BF , BR , abaissées d’un même point 

• i 5 ,u sur la même ligne, ce qui est impossible*; donc les 

perpendiculaires DE, FG, se couperont toujours en 
un j)oint O. 

Maintenant le point O, comme appartenant à la 
• , perpendiculaire DE, est à "égale distance dès deux 

* n. »• points A et B*; le même point O, comme 9ppaitenant 


•* 
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à la perpenijiculaire FG, est i égale iKstance des , ' • 

deux points B, G; donc les trois distances OA, OB, 

OC, sont égales; donc la circonférence décrite <lu 

centre O et du rayon OB passera par les trois points ' « 

donnés A, B, C. 

Il est prouvé par-là qu’on peut toujours faire passer 
une circonférence par trois points donnés, non en * 

ligne droite; je dis de plus qu’on n’en peut faire pas-' 
ser qu'une. ^ 

Car s’il y avait une seconde circonférence qui pas- 
sât par les trois points donnés A, B, C, son centre 
ne pourrait être hors de la ligne DE*, puisqu’alors il * *7’‘' 
serait inégalement éloigné de A et de B; il ne pouiv 
rait être non plus hors de la ligne FG par une raison 
semblable; donc il serait à-la-fois sur les deux lignes 
DE, FG. Or deux lignes droites ne peuvent se couper * 

en plus d’un point; donc il n’y a qu’une circonférence ' , . ' 

qui puisse passer par trois points donnés. ^ 

Corollaire. Deux circonférences ne peuvent se 
rencontrer en plus de deux points ; car si elles 
avaient trois points communs, elles auraient le même 
centre , et ne feraient qu’une seule et même circon- 
férence. , 

PROPOSITION VIII. 

TBEOaSHB. 

Deux cordes égales sont également éloignées 
du centre; et de deux cordes inégales, la plus . 
petite est la plus éloignée du centre. 

I® Soit la corde AB=DE: divisez ces cordes en Cg. 5S. * 
deux également par les perpendiculaires CF, CG, et 
tirez les rayons CA, CD. 

Les triangles rectangles CAF, DCG, ont les hy- 
poténuses CA, CD, égales; de plus le côté KP 
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tnoiUë de est égal au côté DG, moitié de DE; . 

* «â, I. donc ces triangles sont égaux*, et le troisième côté 

CF est égal au troisième CG; donc, i° les deux 
cordes égales AB, DE, sont également éloignées du 
centre. 

a* Soit la corde AH plus grande que DE, l’arc 
•pr.s, axH sera plus grand que l’arc DME*: sur l’arc 
' AKH prenez la partie ANB=::DME, tirez la corde 
AB, et abaissez CF, ''perpendiculaire sur cette corde, 
et CI, perpendiculaire sur AH ; il est clair que CF 
*i 6 , 1. pjyg gj.jnd que CO, et CO plus grand que CI*; 
doinc à plus forte raison CF>CI. Mais CF=CG, 
puisque les cordes AB, DE, sont égales; donc on a 
• CG > CI ; donc de deux cordes inégales la plus petite 
est la plus éloignée du centre. ' 

PROPOSITION IX. • 

< . * \ 

rnÉOB ÂKE. 

fig. 54. La perpendiculaire BD, menée à l'extrémité 
(lu rayon CA, est une tangente à la circonfé- 
rence. 

Car toute oblique CE est plus longue que la per- 

* •• pendiculaire CA*; donc le point E est hors du cercle; 

donc la ligne BD. n’a que le point A commun avec la 
circonférence; donc BD est une tangente*. 

Scholie. On ne peut mener par un point donné A 
qu’une seule tangente AD à la circonférence ; car si 
on en pouvait mener une autre, celle-ci ne serait plus 
perpendiculaire au rajon CA; donc, par rapport à 
cette nouvelle tangente , le rayon CA serait une oblique, 
et la perpendiculaire, abaissée du centre sur ceue 
tangente, serait plus courte que CA; donc cette pré- 
tendue tangente entrerait dans le cercle, et serait une 
sécante. 
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ROPOSITION X. 

THÉO K ÂME. 

' Deux parallèles AB , DE , interceptent sur la «g- S5. 
circonférence des arcs égaux MN, PQ. 

Il peut arriver trois cas. 

1 ° Si les deux parallèles sont sécantes, menez le 
rayon CH perpendiculaire à la corde MP, il sera en • ' 

même temps perpendiculaire à sa parallèle NQ*; donc 
le point H sera à-la-fois le milieu de l’arc MHP et 
celui de l’arc NHQ'’; on aura donc l’arc MH=HP 
et l’arc NH=HQ: de là résulte MH‘-NH=HP . • 
—HQ, c’est-à-dire MN=PQ. ^ 

a° Si des deux parallèles AB, DE, l’une est. sé- tg. s«. 
came, l’autre tangente; au point de contact H menez . . 
le rayon CH ; ce rayon sera perpendiculaire à la tan- 
gente DK*, et aussi à sa parallèle MP. Mais puisque 
CH est perpendiculaire à la corde MP , le point H est 
le milieu de l’arc MHP; donc les arcs MH, HP, com- . . 
pris entre les parallèles AB, DE, sont égaux. 

3“ En6n si les deux parallèles DE, IL, sont tan- 
gentes, l’une en H, l’autre en K, menez. la sécante 
parallèle AB, vous aurez, par ce qui vient d’être dé- 
montré, MH=HP et MK— KP; donc l’arc entier 
HMKizrHPK , et de plus on voit que chacun de ces 
arcs est une demi -circonférence. 

PROPOSITION XI. 

TUÉORÉKE. 

.yf deux circonférences se coupent en den t' . 
points, la ligne qui passe par leurs centres sera 
perpendiculaire à la corde qui joint les points 
d’intersection , et la divisera en deux parties ■ 
égales. . • • . 
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Car la ligne AB, qni joint le< point» d’intersectiort, 

*8- 57 est une corde commune aux deux cercles. Or, si sur le 
«t 58, ’ 

milieu de cette corde on éleve une perpendiculaire, 

'*8- elle doit passer par chacun des deux centres G et D *. 

Mais par deux points donnés on ne peut mener qu’une 

Seule ligne droite; donc la ligne droite, qui passe par 

les centres, sera perpendiculaire sur le milieu de la 

corde commune. 

' ' PROPOSITION XII.' „ 

THBOBÊME. 

Si la distance des deux centres est plus courte 
que la somme des rayons, et si en même temps 
le plus grand rayon est moindre que la somme 
- ^ ■ du plus petit et de la distance des centres^ les 
deux cercles se couperont. 

*«•*7 Car pour qu’il y ait lieu à intersection, il faut que 
le triangle CAD soit possible: il faut donc non seu- 
*7* tement que CD soit <AC-l-AD, mais aussi que le 
**■**• plus grand rayon AD soit <AC + CD. Or, toutes les 
fois que le triangle CAD pourra être construit, il est 
clair que les circonférences décrites des centres C et 
D , se couperont en A et B. 

PROPOSITION XIII. 

THBOaâuB. - 

Si la distance CD des centres de deux cercles 
est égale à la somme de leurs rayons CA , AD , 
ces deux cercles se toucheront extérieurement. 

‘ Il est clair qu’ils auront le point A commun; mais 

ils n’aurom que ce point; car, pour qu’ils eussent doux 
points communs, il faudrait que la distance des centres 
fTlt plus petite que la somme des rayons. 
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. PROPOSITION XIV. 

TBBOBBMB. ' 

C". 

Si la distance CD des centres de deux cercles 
est égale à la différence de leurs rayons C A , A D, 
ces deux cercles se toucheront intérieurement. ■ 

D’abord il est clair ({ii’ils ont le point A commua: 
ils n’cn' peuvent avoir d'autre; car pour cela il fau- 
drait que le plus grand rayon AD fût plus petit que la 
somme faite du rayon AC et de la distance des centres 
CD*, ce qui n’a pas lieu. ••*. 

Corollaire. Donc, si deux cercles se touchent, soit 
intérieurement, soit extérieurement, les centres et le 
point de contact sont Sur la même ligne droite. 

Seholie. Tous les cercles qui ont leurs centres sur'^’g^ 
la droite CD, et qui passent par le point A, sont tan- 
gents les uns aux autre.s; ils n’ont entre eux que le 
seul point A de commun. Et si par le point A on mène 
AE perpendiculaire à CD, la droite AE sera une tan-. 
gente commune à tous ces cercles. . • 

PROPOSITION XV. 

THÉOB^MB. 

Dont le même cercle ou dans des cercles égaux , 6«. Si. 
les angles égaux ACB , DCE , dont le sommet est 
au centre , interceptent sur la circonférence des 
arcs égaux AB, DE. 

Réciproquement, si les arcs AB, DE, sont 
égaux, les angles ACB, DCE , seiont aussi égaux.' 

Car, i“ si l’angle ACB est égal à l’angle DCE, ces 
deux angles pourront se placer l’un sur l’autre; et 
comme leurs côtés sont égaux , il est clair que le 
point A tombera en D, et le point B eh E. Mais alors 
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l'arc AB doit aussi tomber sur l'arc DE ; car si le* 
deux arcs n’étaient pas confondus en un seul , il y 
aurait dans l’un ou dans l’autre des points inégale- 
ment éloignés du centre, ce qui est impossible; donc 
■l’arc AB=DE. 

a° Si on suppose AB=DE, Je dis que l’angle 
•'AGB sera égal à DCE; car si ces angles ne sont pas 
égaux, soit ACB le plus grand, et soit pris ACI= 
DCE; on aura, par ce qui vient d’être démontré, AI 
= DE : mais, par hypothèse, l’arc AB zi: DE; donc 
on aurait AI=AB, ou la partie égale au tout , ce qui 
est impossible ; donc l’angle AGB=;DCE. 

PROPOSITION XVI. 

^ THÉOaÊUE. 

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, 
si deux angles au centre ACB, DCE, sont entre 
eux comme deux nombres entiers, les arcs inter- 
ceptés AB , DE , seront entre eux comme les 
mêmes nombres, et on aura cette proportion; 
Angle AGB: angle DCE: rare AB: arc DE. 

Supposons, par exemple, que les angles ACB, 
DCE, soient entre eux comme 7 est à 4 ; ou, ce qui 
revient au même, supposons que l’angle M, qui ser- 
vira de commune mesure, soit contenu sept fois dans 
l’angle ACB, et quatre dans l’angle DCE. Les angles 
partiels ACm, mCn, nCp, etc. DCx,_xCx, «te., 
étant égaux entre eux , les arcs partiels Am, mn, 
np, etc., D.r, xy, etc., seront aussi égaux entre eux*; 
donc l’arc entier AB sera à l’arc entier DE comme 
7 est à 4 ‘ Or il est évident que le même raisonne- 
ment aurait toujours lieu, quand à la place de 7 et 4 
on aurait d’auters nombres quelcouqnes; donc, si le 
rapport des angles AGB, DCE, peut être exprimé 
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en nombres entiers , les arcs AB , DE , seront enue . 
eux comme les angles ACB , DCE. 

Scholie. Réciproquement, si les arcs AB, DE, 
étaient entre eux comme deux nombres entiers', les 
angles ACB , DCE , seraient entre eux comme lé 
mêmes nombres, et on aurait toujours ACB: DCE 
:: AB: DE; car les arcs partiels Am, mn, etc.', Dar, 
xjr ^ etc., étant égaux, les angles partiels ACm, 
mC n , etc., DGx, xCjr^ etc., sont aussi égaux. 

PROPOSITION XVII. ^ . 

THBOaâMB. 

, Quel que soit le rapport des deux angles ACB, fig.ss. 
' ACD, ces deux angles seront toujours entre eux 
comme les arcs AB, AD, interceptés entre leurs 
côtés et décrits de leurs sommets comme centres 
avec des rayons égaux. 

Supposons le plus petit angle placé dansle plus grand: 
si la proposition énoncée n'a pas lieu, l’angle ACB sera 
à l'angle ACD comme l’arc Afi est à un arc plus grand 
ou plus petit que AD. Supposons cet arc plus grand, 
et représentons-le par AO , nous aurons ainsi : 

Angle ACB:angle ACD :: arc AB: arc AO. 

Imaginons maintenant que l’arc AB soit divisé en 
parties égales dont chacune soit plus petite que DO, 
il y aura au moins ûn point de division entre D et O : 
soit I ce point, et joignons CI; les arcs AB, AI, seront 
entre eux comme deux nombres entiers, et on aura en 
vertu du théorème précédent : 

Angle ACB: angle AGI: rare AB: arc AI. 

Rapprochant ces deux proportions l’une de l’autre, 
et observant que les antécédents sont les mêmes , on 
en conclura que les .conséquents sont proportionnels, 
et qu’ainsi ' . • . . ’ 
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Angle ACD: angle AGI:: arc AO: arc Al. 

Mais l’arc AO est plus grand que l’arc AI : il fau- 
drait donc , pour que la proportion subsistât , qu« 
l’angle ACD fût plus grand que l’angle AGI ; or au 
contraire il est plus petit ; donc il est impossible que 
l’angle AGB soit à l’angle AGD comme l’arc AB est â 
un arc plus grand que AD. 

On démontrerait par un raisonnement entièrement 
semblable que le quatrième terme de la proportion 
ne peut être plus petit que AD ; donc il est exactement 
AD; donc on a la proportion : 

Angle AGB:angle AGI) t: arc AB:arc AD. 

Corollaire. Puisque l’angle au centre du cercle et 
l’arc intercepté entre ses côtés ont une telle liaison 
que quand l’un augmente ou diminue dans un rap- 
port quelconque , l’autre augmente ou diminue dans 
le même rapport , on est en droit d'établir l’une de 
ces grandeurs pour la mesure de l'autre : ainsi nous 
prendrons désormais l'arc AB pour la mesure de 
l’angle AGB. Il faut seulement observer , dans la com- 
paraison des angles entre eux, que les arcs qui leur 
servent de mesure doivent être décrits avec des rayons 
égaux ; car c’est ce que supposent toutes les proposi- 
tions précédentes. 

ScholU 1. 11 paraît plus naturel de mesurer une 
quantité par une quantité de la même espèce , et 
sur ce principe il conviendrait de rapporter tous 
les angles à l'angle droit : ainsi l’angle droit étant 
l’unité de mesure , un angle aigu serait exprimé par 
un nombre compris entre o et i , et un angle obtus 
par un nombre entre i et a. Mais cette manière 
d'exprimer les angles ne serait pas la plus commode 
dans l'usage ; on a trouvé beaucoup plus simple de 
les mesurer par des arcs de cercle , à cause de la faci- 
lité de faire des arcs égaux à des arcs donnés , et pour 
beaucoup d’autres raisons. Au reste, si la mesure do 
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angles par les arcs de cercle est en quelque sort 
indirecte , il n'en est pas moins facile d’obtenir par 
leur moyen la mesure directe et absolue; car si vous 
comparez l’arc qui sert de mesure à un angle avec le 
quart de la circonférence, vous aurez le rapport de 
l'angle donné à l'angle droit, ce qui est la mesure 
absolue. ^ 

Scholie IL , Tout ce qui a été démontré dans les 
trois propositions précédentes pour la comparaison 
des angles avec les arcs , a lieu également pour la com-^ 
paraison des secteurs avec les arcs ; car les secteurs 
sont égaux lorsque les angles le sont, et en général ils 
sont propoi'tionnels aux angles; donc deux secteurs 
ACB , ACD, pris dans le même cercle ou dans des 
cercles égaux , sont entre eux comme les arcs AB, 
AD, bases de ces mêmes secteurs. ^ 

On voit par-là que les arcs de cercle qui servent 
de mestue aux angles peuvent aussi servir de mesure 
aux différents secteurs d’un même cercle ou de cercles 
égaux. 

PROPOSITION XVIII. . .. 

•> t . ^ . 

THÉOH£ME. 

L’angle inscrit BAD a pour mesure la moitié 
de l’arc BD compris entre ses côtés. 

Supposons d'abord que le centre du cercle soit 
situé dans l'angle BAD, on mènera le diamètre AE 
et les rayons CB , CD. L’angle BCE , extérieur au 
triangle ABC, est égal à la somme des deux intérieurs 
CAB, ABC* : mais le triangle BAC étant isoscèle, 
l'angle CAB=~:ABC ; donc l'angle BCE est double 
de BAC. L’angle BCE, comme angle au centre, a 
pour mesure l'arc B£ ; donc l’angle BAC aura pour 
mesure la moitié de B£. Par une raison semblaltle, 


** 
et 
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l'angle CAD aura pour mesure la moitié de ED ; donc 
BAC+CAD ou BAD aura pour mesure la moitié de 
BE+ED ou la moitié de BD. 

Supposons en second lieu que le centre C soit situé 
hors de l’angle BAD, alors menant le diamètre AE, 
l’angle BAE aura pour mesure la moitié de BE, l’ange 
DAE la moitié de DE; donc leur différence BAD aura 
pour mesure la moitié de BE moins la moitié de ED , 
ou là moitié de BD. 

Donc tout angle inscrit a pour mesure la moitié de 
l’arc compris entre ses côtés. . 

Corollaire I. Tous les angles BAC , BDC , etc. , ins- 
crits dans le même segment sont égaux; car ils on 
^ur mesure la moitié du même arc BOC. 

II. Tout angle BAD inscrit dans le demi -cercle 
est un angle droit ; car il a pour mesure ' la moitié 
de la demi-circonférence BOD , ou le quart de la 
circonférence. 

Pour démontrer la même chose d’une autre ma- 
nière , tirez le rajon AC ; le triangle BAC est iso- 
scèle , ainsi l’angle BAC = ABC; le triangle CAD est 
pareillement isoscèle ; donc l’angle 'CAD = ADC ; 
donc BAC -I- CAD ou BAD = ABD + ADB. Mais 
si les deux angles B et D du triangle ABD valent en- 
semble le tro'isième BAD, les trois angles du triangle 
vaudront deux fois l’angle BAD; ils valent d'ailleurs 
deux angles droits ; donc l’angle BAD est un angle 
droit. * ' 

III. Tout angle BAC inscrit dans un segment plus 
grand que le demi-cercle , est un angle aigu ; car il a 
pour mesure .la moitié de l’arc BOC moindre qu’une 
demi-circonférence. 

Et tout angle BOC , inscrit dans un segment plus 
petit que le demi-cercle, est un angle obtus ; car il a 
pour mesure la moitié de l’arc BAC plus grande qu’une 
demi-circonférence. 


Digitized by Google 


LIVBÜ 11. 4(^ 

■ IV. Les angles opposes A et C d'un quadrilatère 
inscrit ADCD, valent ensemble deux angles droits i 
car l’angle BAD a pour mesure la moitié de l’arc BCÜj 
l'angle BCD a pour mesiue la moitié <le l’arc BAU« 

' donc les deux angles BAD, BCO, pris ensemble, ont 
pour mesure la moitié de la circonférence; donc leur 
somme équivalu à deux angles droits. 

PROPOSITION XIX. 

THBOHBME. ’ 

L'angle BAC , formé par une tangente et une %. «9. 
corde , a pour mesure la moitié de l'arc AMDC 
compris entre ses côtés. 

Au point de contact A menez le diamètre AD; 
l’angle BAD est droit *, il a pour mesure la moitié de * 9. ' • 
la demi-circonférence AMD, l’angle DAC a pour me. 
sure la moitié de DC ; donc BAD -|- DAC ou BAC a 
pour mesure la moitié de AMD, plus la moitié de DC^ 
ou la moitié de l'arc entier AMDC. 

' On démontrerait de même que l'angle CAE a 
pour mesure la moitié de l'arc AG compris entre ses 
cotés. 


Problèmes relatifs aux deux premiers^ livres. 

PROBLÈME PBEMISR. 

Diviser la droite donnée AB en deux parties ts- T'- 
égales. 

Des points A et B , comme centres , avec un rayon 
plus grand que la moitié de AB, décrivez deux arcs 
qui se coupent en D ; le point D sera également éloi- 
gné des points A et B : marquez de même au-dessus 

4 
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Oïl au-de^ous de la ligne AB nn second |>oint Ë ëga. 
lenient éloigné des points A et B, par les deux points 
D, £, tirez la ligne DE; je dis que D£ coupera la 
ligne AD en deux parties égales au point G. 

- Car les deux points D et E étant chacun également 
éloignés des extrémités A et B, ils doivent se trouver 
tous deux dans la perpendiculaire élevée sur le mdieü 
de AB. Mais par deux points donnés il ne peut passer 
qu'une seule ligne droite; doi>c la ligne DE sera cette 
perpendiculaire elle*méme qui coupe la ligne AB en 
deux parties égales au point G. 

phoblbiie II. 

Par un point A , donné sur la ligne BG, éle- 
ver une perpendiculaire à cette ligne. 

Prenez les points B et G à égale distance de A, en- 
suite des points B et G , comme centres , et d’un rajon 
plus grand que BA, décrivez deux arcs qui se cou- 
pent en D; tii^ AD qui sera la perpendiculaire de- 
mandée. 

Gar le point D étant également éloigné de B et de 
G , appartient à la perpendiculaire élevée sur le milieu 
de BG ; donc AD est cette perpendiculaire. 

. Scholie. La même construction sert à faire un angle 
droit BAD en un point donné A sur une ligne don- 
née BG. 

PHOBLBMB lit. 

D’un point A , donné hors de la droite BD, 
abaisser une perpendiculaire sur cette droite. 

Du point A, comme centre, et d’un 'rayon suiifi- 
sammenl grand , décrivez un arc qui coupe la ligne 
BD aux deux points B et D; marquez ensuite un point 
E également distant des points B et D, et tirez AE qui 
sera la perpendiculaire demandée. 

Car les deux points A et E sont chacun également 
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.Imam, de, point, B et I); donc la ligne AE est per- 
pendiculaire ,ur le milieu do BD. ^ 

FBOBLâME IV, 

^ U point k de la ligne faire un angle 
égal a l angle donné K. 

Du sommet K, comme centre, et d'un rayon a 
rolonte decnvea lare IL terminé au* deux côtés 

AB égal à Kl, décrivez l'arc indéfini DO; prenez eii- 
. .mte un rayon égal à la corde U; du point B, comme 
centre, et de ce rayon, décrivez un arc yui coupe en 
Ü l are indéfini DO; tirez AD, et l’angle DAB sera 
' égal a 1 angle donné K. 

Ca. les deux arcs BD, Ll, ont des rayons égaux et 

badSk? 

problAmb V. 

I» S’il faut diviser l’arc AB en deux parties égales, 

rayon, décrivez deux arc, qui ,e coupent en D; par le 
point D et par le centre G tirez CD qui coupera^’arc 
AB en deux parties égales au point E. ^ 

Car les deux points G et D sont chacun également 
disums des extrémités A et B de la corde AB; donc 
a ligne CD est perpendiculaire sur le milieu de cette 
corde; donc elle divise l’arc AB en deux parties égales 
au point E *. r g 

a-' sa laut diviser en deux parties égaies l’angle 
ACB, on commencera par décrire du soiiimei G 
comme cenue, l'arc AB, et le reste comme il v.e..; 
deire dit. 11 est clair que la ligne CD divisera en deux 
parties égalés l'angle ACB. 

4 - . ‘ . 
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' * ' , A^c/io/û'. On peut, par la iiiéme construction, diviser 

chacune des moitiés AE, EB, en deux parties égales; 
, ainsi, par des sous-divisions successives, on divisera 

T . . un angle ou un arc donné en quatre parties égales , en 

huit, en seize , etc. 

' • PRoanâME VI. < : 

fig. jS. P,ar un point donné A , mener une parallèle 
à la ligne donnée BG. 

Du point A, comme centre, et d’un rayon suffi- 
sanlment grand, décrivez l’arc indéüni EO; du point 
E, comme centre, et du même rayon , décrivez l’arc 
AF, prenez KD = AF, et tirez AD qui sera la parallèle 
dcmundée. 

= (’ar eu joignant AE, on voit que les angles alternes 

- ; AEF, E AD, sont égaux; donc les lignes AD, EF, sont 
• a;,, parallèles*. 

PROBLÈME VII. 

Deux angles A et B d’un triangle étant don- 
nés, trouver le troisième. 

Tirez la ligne indcûnie DEF', laites au point E l’an- 
gle DEC=A, et l’angle CEH=B : l’angle restant 
HëF' sera le troisième angle requis ; car ces trois angles 
pris ensemble valent deux angles droits. 

PROBLÈME VIII. 

lig -J,. Étant donnés deux côtés B el G d’un triangle et 

, - l’angle kqu’ilscomprennent, décrire le triangle. 

Ayant tiré la ligne indéfinie DE, faites au point D 
l’angle EDF égal à l'angle donné A; prenez ensuite 
DG = B, DU = G, et tirez GH ; DG H sera le triangle 
demandé. . . - , 
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raOBLÂME IX. 


53 . 

Étant donnés un côté et deux angles d’un 
triangle , décrire le triangle. 

Les deux angles donnés seront ou tous deux adja- 
cents au côté donné, ou l'un adjacent, l’autre oppo^ 
sé : dans ce dernier cas, cherchez le troisième*, TOUS •pfob.7. 
aurez ainsi les deux angles adjacents. Cela posé, tirez 
la droite UE égale au côté donné , faites au point D fig. 7*. 
l’angle EDF égal à l’un des angles adjacents , et av : . . - 

point E l’angle DEG égal à l’autre; les deux lignes . 

DF, EG , se couperont en H , et DEH sera le triangle 
requis. 

PEOBLéltE X. . ■ ^ 

Les trois côtés À , B , C , d’un triangle étant *g- 79- 
donnés, décrire le triangle. 

Tirez DE égal au côté A; du point E, comme 
centre, et d’un rayon égal au second côté B, décri- 
vez un arc ; du point D , comme centre , et d’un rayon ^ 

égal au troisième côté C, décrivez un autre arc qui 
coupera le premier en F ; tirez DF, EF, et DEF sera 
le triangle requis. > 

Scholie. Si l’un des côtés était plus grand que U~ 
somme des deux autres, les arcs ne se couperaient 
pas ; mais la solution sera toujours possible , si la 
somme de deux côtés , pris comme on voudra , est plus 
grande que le troisième. 

raoBLâitB XI. 

Étant donnés deux cotés A ef B d’un triangle ^ 
avec l’angleC, opposé au côté B, décrire le triangle. > 

Il y a deux cas : 1“ si l’angle C est droit ou obtus ^ 
faites l’angle EDF’ égal à l’angle C; prenez DE= A, 
du point E, comme centre, et d’un rayon égal au 
côté donné B, décrivez un arc qui coupe en F la 
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ligne DF; tirm £F, et DEF sera ie triangle de* < 

mandé. 

' Il faut, dans ce premier cas, que le côté B soit plus 
grand que A , car l’angle E étant droit ou obtus, est .. 
le plus giand des angles du triangle ; donc le côté op- 
posé doit être aussi le plus grand. , 

Eg. Si. l angle G est aigu, et que B soit plus grand que 

A , la même construction a toujours lieu , cl DEF est 
le triangle requis. 

11^'. 89. Mais si, l’angle G étant aigu, le côté B est moindre 
que A, alors l'arc décrit du centre E avec 1 e rayon 
EF==B, coupera le cêté DF en deux points F et 6^ 
situés du même côté de D ; donc il y aura deux tiian* 

‘ gles DEF, DEG, qui satisferont également au pro- 
blème. 

. . Scho/ie. Le problème serait impossible dans ..tous 

les cas, si le côté B était plus petit que la perpendi- 
culaire abaissée de E sur la ligne DF. 

PBOBnêMB Xll. 

Eg 83 . Les côtés adjacents K et H d'un parallélo- 
gramme étant donnés avec V angle G qu'ils com- 
. prennent , décrire le parallélogramme. 

Tirez la ligne DE=A, faites au point D l'angle 
FDEmG, prenez DF=B; décrivez deux arcs, l'un 
du point F comme centre , et d’un rayon FG = DE, 
l'autre du point E comme centre, et d’un rayon 
EG =1 DF : au point G , où ces deux arcs se coupent , 
tirez FG, ËG; et DEGF sera le parallélogramme de- 
mandé. 

. ' Gar J par construction, les côtés opposés sont égaux, 

* 3 o. I. donc la figure décrite est un parallélogramme*, et ce 
parallélogramme est formé avec les côtés donnés et 
l’angle donné. 

Corollaire, Si l’angle donné est droit, la figure sert 
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uu rectanglej si; dé plus , les côtés sont égaux , ce sera 
un quarré. . • 

PBOBLéMB XIII. •. 

Trouver le centre d’un cercle ou d’un arc donné. 

Prenez à volonté dans la circonférence ou dans fig. si. 
lare trois points B, Cj joignez ou imaginez qu’on 
joigne AB et BC, divisez ces deux lignes en deux par- 
ties égales par les perpendiculaires DE, FGj le point 
0 , où ces perpendiculaires se renconuent , sera le 
centre cherché. 

Scholie. La même construction sert à faire passer 
une circonférence par les trois points donnésA,B, C, 
et aussi à décrire une circonférence dans laquelle le 
triangle donné ABC soit inscrit. 

FBOBlAmB XIV. 

Par un point donné mener une tangente à 
un cercle donné. 

Si le point donné A est sur la circonférence, tirez **• 
le rayon CA, et menez AD perpendiculaire à GA; 

AD sera la tangente demandée *. *9.1. 

Si le point A est' hors du cercle , joignez le point “*■' **• 
A et le centre par la ligne droite CA; divisez GA en 
deux également au point O; du point O, comme cen- 
tre, et du rayon OC, décrivez une circonférence qui 
coupera la circonférence donnée au point B; tirez 
AB, et AB sera la tangente demandée. 

Car en menant CB, l'angle CBA, inscrit dans le 
' demi-cercle, est un angle droit*; donc AB est per- *18,1. 
pendiculaire à l’extrémité du rayon CB , donc elle est 
tangente. 

Scholie. Le point A étant hors du cercle, on voit 
qu’il y a toujours deux tangentes égales AB, AD, 
qui passent par le point A : elles sont égales, car les 
triangles rectongles CBA, CDA ont l’iiypoténuse CA 
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commune, et le côté CB=GD; donc ils sont, 

égaux*; donc AD=AB, et en même temps l’angle 

CAD=CAB. 

PROBLÈME XV. 

Inscrire un cercle dans un triangle donné ABC. 

Divisez les angles A et B en deux également par 
les lignes AO et BO qui se rencontreront en O ; du 
point O abaissez les perpendiculaires OD, OE, OF, 
sur les trois côtés du triangle; je dis que ces perpen- 
diculaires seront égales entre elles; car, par construc- 
tion , l'angle DAO = OAF, l’angle droit ADO — AFO; < 
donc le troisième angle AOD est égal au troisième 
AOF. D’ailleurs le côté AO est commun aux deux 
triangles AOD, AOF, et les angles adjacents au côté 
égal sont égaux; donc ces deux triangles sont égaux ;' 
donc DO=OF. On prouvera de même que les deux 
triangles BOD, BOE, sont égaux; donc OD= OE, 
donc les trois perpendiculaires OD, OE, OF, sont 
égales entre elles. 

'Maintenant si du point O, comme centre, et du' 
rayon OD, on décrit une circonférence, il est clair 
que cette circonférence sera inscrite dans le triangle 
ABC; car le côté AB, perpendiculaire à l’extrémité 
.du rayon OD, est une tangente : il en est de même des 
côtés fiC , AC. 

Scholie. Les trois ligues qui divisent en deux égale- 
'ment les trois angles d’un triangle, concourent en un 
même point. 

PROBLEME XVI. 

Sur une droite donnée A B , décrire un segment 
capable de l’angle donné C , c'est-à-dire , un seg- 
ment tel que tous les angles qui y sont inscrits 
soient égaux à l'angle donné C. 

Pi-olongex AB vers D, faites au point B l'angle 
1)BE-=;C, tirez BO perpendiculaire à BE, et CO per- 
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pendiculaire sur Je milieu de AB; du point de ren- 
contre O, comme centre, et du rayon OB, décrivez 
un cercle , le segment demandé sera AMB. 

Car puisque BF est perpendiculaire à l’extrémité 
du rayon OB, BF est une tangente, et l’angle ABF a 
pour mesure la moitié de l’arc AKB*; d’ailleurs l’an- * 
gle AMB, comme angle inscrit, a aussi pour mesure 
la moitié de l’arc AKB, donc l’angle AMB=r ABF = ^ 

EBD = C; donc tous les angles inscrits dans le seg- 
ment AMB sont égaux à l’angle donné C. ' ! ' 

■ JcAuüe. Si l’angle donné était droit, le segment cher- 
ché serait le demi-cercle décrit sur le diamètre AB. 

PEOBLÂME XVII. ' 

Trouver le rapport numérique de deux lignes *6- vn- 
droites données AB , CD , si toutefois ces deux 
lignes ont entre elles une mesure commune. 

Portez la plus petite CD sur la plus grande AB aur 
tant de fois qu’elle peut y être contenue; par exemple, 
deux fois, avec le reste BE. 

Portez le reste BE sur la ligne CD , autant de fois 
qu’il peut y être contenu , une fois, par exemple, avec . 
le reste DF. 

- Portez le second reste DF sur le premier BE, au- 
tant de fois qu’il peut y être contenu, une fois, par- 
exemple, avec le reste BG. 

Portez le troisième reste BG sur le second DF,' au- 
tant de fois qu’il peut y être contenu. 

Continuez ainsi jusqu’à ce que vous ayez un reste 
qui soit contenu un nombre de fois jiute dans le pré- 
cédent. 

Alors ce dernier reste sera la commune mesure des 
lignes propo.sées, et, en le regardant comme l’unité, 
on trouvera aisément les valeurs des restes précédents ' 
et enfin celles des. deux lignes proposées, d’où l’on 
conclura leur rapport en nombres. . •; > ' 
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Par taemple,. si l’on trouve que Gfi est contenu 
deux fois juste dans FD , BG sera la commune mesure 
des deux lignes proposées. Soit BG= i , on aura FD 
=ra; mais £B contient une fois FD plus GB; donc 
E6=3; CD contient une fois EB plus FD; donc 
CD = 5; enBn AB contient deux fois CD plus EB; 
donc AB=:i3; donc le rapport des deux lignes AB, 
CD, est celui de i3 à 5. Si la ligne CD était prise pour 
unité, la ligne AB serait et si la ligne AB était prise 

pour unité, la ligne CD serait 

Schoiie. La méthode qu’on vient d’expliquer est la 
même que prescrit l’arithmétique pour trouver le com- 
mun diviseur de deux nombres ; ainsi elle n’a pas 
"besoin d’une autre démonstration. 

11 est possible que, quelque loin qu’on continue 
l’opération, on ne trouve jamais un reste qui soit 
contenu un nombre de fois juste dans le précédent. 
Alors les deux lignes n’ont point de commune mesure, 
et sont ce qu’on appelle incommensurables : on en 
verra ci-aprés un exemple dans le rapport de la dia- 
gonale au cùté du quarré. On ne peut donc alors 
trouver le rapport exact en nombres : mais en négli- 
geant le dernier reste , on trouvera un rapport plus 
ou moins approché, selon que l’opération aura été 
poussée plus ou moins loin. 

PBOBLéMB XVIII. 

Oeux angles A. et B étant donnés , trouver leur 
commune mesure, s’ils en ont une , et de là leur 
rapport en nombres. 

Décrivez avec des rayons égaux les arcs CD, EF, 
qui servent de mesure à ces angles; procédez ensuite 
pour la comparaison des arcs CD , £F, comme dans le. 
problème précédent; car un arc peut être porté sur 
un arc de même rayon, comme une ligne droite sur 
une ligne droite. Vous parviendrez ainsi à la com- 
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mune mesure <les arcs CD, EF, s’ils en ont une, et à 
.leur rapport en nombres. Ce rapport sera le même que 
celui des' angles donnés*; et si DO est la commune * 
mesure des arcs , DAO sera celle des angles. 

Scholie. On peut ainsi trouver la valeur absolue d’un 
angle en comparant l'arc qui lui sert de 'mesure à toute . 
la circonférence: par exemple, si l’arc CD est à la cir- 
conférence comme 3 est à a5, l’angle A sera les ~ de 
qiutre angles droits, ou ^ d’un angle droit. 

. 11 pourra arriver aussi que les arcs comparés n’aient 
pas de commune mesure; alors on n’aura pour 'les 
angles que des* rapports en nombres plus ou moins 
approchés, selon que l’opération aura été poussée plus 
ou moins loin, ' . . ’ 
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LIVRE III 


LES PROPORTIONS DES FIGURES. 


DEFIIf ITlOIfA. 


Ég. g> 


I. J’apfxi.lbhài figures équivalentes cA\eieAtmX\^ 
surfaces sont égales. I' - ’ ' 

Deux figures peuvent être équivalentes , quoique 
très > dissemblables : par exeraplé, un cercle peut 
être équivalent à un quarré , un triangle è un rec- 

'‘de figurés, égalt^s sera conservée k 
étant a][^liqutL l’une^ur l’autre, coïncident 
JUS leurs points : tels sont deux cercles dont 
les rà^is sont égaux, dénie tri<xngleS.dont les trois 
côtés sont égaux chacun à cbàc^t i étc.\- 

II. Deux figurés sont semjblahles, lorsqti’elles ont 
les angles égaux chacun à chacun et les côtés homo- 
logues proportionnels. Par cêtés homologues on en- 
tend ceux qui ont la même position dans les deux 
figures, ou qui sont adjacents à des angles égaux. Ces 
angles eux-mêmes s’appellent angles homologues. 

Deux figures égales sont toujours semblables; mais 
deux figures semblables peuvent être fort inégales. 

III. Dans deux cercles différents, on appelle arcs 
Semblables , secteurs semblables , segments sembla- 
bles, ceux qui répondent à des angles au centre 
égaux. 

Ainsi l’angle A éunt égal à l’angle O, l’arc BG 
est semblable à l’arc DE, le secteur ABC au secteur 
ODE, etc. 

IV. La hauteur d’un parallélogramme est la per- 
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pt-ndiculaire £1'' qui mesure la distance des deux côtés fî(. ' 
opposés AB, CD, pris pour bases. 

V. La hauteur d'un triangle est la perpendiculaire 
. AD abaissée du sommet d’un angle A sur le côté op> 

- posé BC pris pour base. 

VI. La hauteur du trapèze est la perpendiculaire 
EF menée entre ses deux côtés parallèles AB, CD. 

VII. Voire ou la surface d'une ligure ^nt des ter- 
mes à-peu-près synonymes. L’aire désigne p/us parti- 
culièrement la quantité superficielle de la figure en 
tant qu’elle est mesurée ou comparée à d'autres sui^ 
faces. 

N, B. Pour l'intelligence de ce lirre et des suivants, il - 

faut avoir présente la théorie des proportions, pour laquelle 
nous renvoyons aux traités ordinaires d’arithmétique et 
d'algèbre. Nous ferons seulement une observation, qui est . ' : 
très-importante pour fixer' l^-vraf sens des propositions, et 
dissiper toute obscuri(g|.Aît dans l’énoncé , soit dans les 
démonstratigns..; ' 

Si on a la Proportion A:B:;C;D, on sait que le produit 
des extrême^ X U est égal au produit des moyens B XC. 

Cette vérité êl( incQot£stablc pour les nombres; elle l’est 
aussi pour des grandeurs quelconques , pourvu qu’elles s’ex* ' ' . ' ' 

priment ou qu'on les imagine exprimées en nombres ; et c’est ' 
cc qu’on peut toujours supposer : par exemple , si A, B , C , D , 

, Sont des lignes, on peut imaginer qu’une de ces quatre lignes, 
ou une cinquième , si l’on veut , serve à toutes def commune 
mesure et soit prise pour unité ; alors A, B, C , D, représentent 
chacune un certain nombre d’unités , entier on rompu , com- 
mensurable ou incommensurable , et la proportion entre les 
lignes A, B , C, D, devient une proportion de nombres. 

Le produit des lignes A et D, qu'on appelle aussi leur 
rectangle , n’ett donc autre chose que le nombre d’unités 
tinéaires contenues dans A , multiplié par le nombre d'uni- 
lés linéaires contenues dans B; et on conçoit facilement que 
ce produit peut et doit être égal à celui qui résulte sembla* 
lilciuent des lignes B et C. . 


D- 
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l.e< gramleiirs A et B peuvent être d'une eapcce, par ‘ 
exemple, des lignes, et les grandeurs C et D d’une autre 
espèce , par exemple , des surfaces ; alors il faut toujours re- 
garder ces grandeurs comme des nombres : A et B s'expri- 
meront en unités linéaires , C et D en unités superficielles, 
et le produit A X sera un nombre comme le produit B X C. ' 
En général , dans toutes les opérations qu'on fera snr les 
proportions , il faut toujours regarder les termes de ces pro- 
portions comme autant dénombres, chacnn de l’espèce qui 
lui convient , et on n'aura aucune peine à concevoir ces opé- 
rations et les conséquences qui en résultent. 

Nous devons avertir aussi qne plusieurs de nos démons- 
trations sont fondées sur quelques-unes des règles les plus . 
simples de l'algèb'ft , lesquelles s'appuient elles-mêmes sur 
les axiomes connus : ainsi si l'on a A = B-f-C, et qu’on mul- 
tiplie chaque membre par une même quantité M , on en 
conclut A X M = B X M C X M ; pareillement si l'on a A = 
B-4-C etO=E — C, et qu'on ajoute les quantités égales, . 
en effaçant Cet — C qui se détruisent , on en conclura 
A-l-D = B-f-£, et ainsi des a'utaes. Tout cela est assea 
évident par soi-méme; mais, en cas de difficulté, il sera 
bon de consulter les livres d’algèbre, et d’entre-mélcr ainsi 

l'étude des deux sciences. ^ 

_ • 

^ « . • 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

THioaiMK. 

> Les parallélogrammes qui ont des bases égales 
et des hauteurs égales, sont équivalents. 

I f t,f- Soit AB la base commune des deux parallélogram- 

mes ABCD, ABEF, puisqu’ils sont supposés aroir la 
même hauteur, les bases supérieures DC, FE, seront 
. situées sur une même ligne parallèle à AB. Or on a 
par la nature des parallélogrammes AD = BC, et AF 
= BE; par la même raison oh a DC=AB,etFE = 

AB; donc DC= FE; donc, retranchant DC et F£ de' 
la même ligne DE, les restes GE et DE’ seront égaux. 
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il suit üe là que les triangles DAF^ CBE, sont équi- 
latéraux entre eux, et par conséquent égaux. 

Mais .si du quadrilatère ABED on retranche le tri- 6g. çfl. 
angle AUF, il reste le parallélogramme ABEF ; et si 
du même quadrilatère ABED on retranche le triangle 
CBE, il reste le parallélogramme ABCD; donc les 
deux parallélogrammes ABCD, ABEF, qui ont même ' ' 

base et même hauteur, sont équivalents. 

Corollaire. Tout parallélogramme ABCD est équi- 
valent au rectangle ABEF de même hase et de même 97 * 
hauteur. 

PROPOSITION il. ^ 

THÉOIÂHE. 

Tout triangle ABC est la moitié du parallélo- Sg. 9 ». - 
gramme qui a meme base et même hauteur. . 

Car les triangles ABC, ACD, sont égaux *. * *• 

, CorùUairê I. Donc un triangle ABC est la moitié du 
rectangle BCEF qui a même base BC et même hau- 
teur AO; car le rectangle BCEF est équivalent au pa- 
rallélogramme ABCD. 

Corollaire II. Tous les triangles qui ont des bases 
égales et des hauteurs égales, sont équivalents. . > 

PROPOSITION III. 

théorém b. ^ 

Deux rectangles de même hauteur sont entre 
eux' comme leurs bases. 

Soient ABCD, AEFD , deux rectangles qui ont pour fiy. gy 
hauteur commune AD; je dis qu’ils sont entre eux .1 

comme leurs bases AB, A£. < ' 

Supposons d'abord <{ue les bases AB, AE, soient 
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coiiimeiuurables entru elles, et quelles soient, par 
exemple, comme les nombres 7 et 4 : si on divise AB 
en 7 parties égales, AE contiendra 4 par- 

ties, élevez à chaque point de division une perpen- 
<liculaire à la base, vous formerez ainsi sept rectan- 
gles partiels, qui seront . égaux entre eux, puisqu'ils 
auront même base et même hauteur. Le rectangle 
ABCD contiendra sept rectangles partiels,' tandis que 
AEFDen contiendra quatre ; donc le rectangle ABCD 
est au rectangle AEFD comme 7 est à 4 1 ou comme 
AB est à AE. Le même raisonnement peut être appli- 
qué à tout autre rapport que celui de 7 à 4 ; donc , 
quel que soit ce rapport , pourvu qu’il soit commen- 
surable, on aura, 

ABCD: AEFD:: AB :AE. 

loa. Supposons, en second lieu, que les bases AB, AE, 
soient incommensurables entre elles; je dis qu'on n’en 
aura pas moins , 

ABCD: AEFD:: AB: AK 

Car si cette proportion n’est pas vraie , les trois pre- 
miers termes demeurant les mêmes, le quatrième sera 
plus grand ou plus petit que AE. Supposons qu’il soit 
plus grand et qu’on ait , 

ABCD: AEFD :: AB: AO. 

Divisez la ligne AB en parties égales plus petites que 
EO, il y aura au moins un point de division I entre E 
et O : par ce point élevez sur Al la perpendiculaire IR ; 
les bases AB, AI, seront commensurables entre elles, 
et ainsi on aura , par ce qui vient d’être démontré, 
ABCD:AIKD:: AB.Al. 

Mais on a, par hypothèse , 

ABCD .AEFD:: AB: AO. 

Dans ces deux proportions les antécédents sont égaux; 
donc les conséquents sont proportionnels, et il en 
résulte , 

A1KD;AEFD;:AI:A0. 
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. ' Mais AO est plus grand que AI; donc, pour que 
cette proportion subsistât, il faudrait que le rectangle 
AEFD fftt plus grand que AlKD; or, au contraire, il 
. est plus petit; donc la proportion est impossible; donc 
ABCD ne peut être à AEFD comme AB est à une ligne 
plus grande que AE. 

Par un raisonnement entièrement semblable, on 
prouverait que le quatrième terme de la proportion 
ne peut être plus petit que AE; donc il est égal 
à AE. 

Donc, quel que soit le rapport des bases, deux 
rectangles de même hauteur ABCD, AEFD, sont 
entre eux comme leurs bases AB, AE. 

« . 

• ' PROPOSITION IV< 

. THÉORÈME. , 

Deux rectangles quelconques A EGF, fig i«i. 

sont entre eux comme les produits des bases mul- 
tipliées par les hauteurs, de sorte qu'on a 
ABCD : AEGF : : AB X AD : AE X AF. 

Ayant dispose les deux rectangles de manière que 
les angles en A soient opposés au sommet, prolongez 
les côtés GE, CD, jusqu’à leur rencontre en H; les 
deux rectangles ABCD, AEHD, ont même hauteur 
AD ; ils sont donc entre eux comme leurs l>ases 
AB, AE : de même les deux rectangles AEHD, - 
AEGF, ont même hauteur AE, ils sont donc entre 
eux comme leurs base^ AD, AF ainsi on aura les 
deux proportions, 

ABCD : AEHD:: AB :AE. 

AEHD: AEGF:: AD: AF. 

Multipliant ces proportions par onlre, et obser- 
vant que le moyen terme AEHD peut être omis 
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comme multiplicateur commun à l’antécédènt et au 
conséquent, on ‘aura, ' ' 

AiîCD:AEGF::AB X AD.-AE X AF. 

Seholie. Donc on peut prendre pour mesure d’un ' 
rectangle le produit de sa base par sa hai;teur, pourvu . 

' qu’on entende par ce produit celui de deux nombres , 
qui sont le nombre d’unités linéaiies contenues dans 
la base, et le nombre d'unités linéaires contenues dans 
la hauteur. - 

Cette niesiire, d'ailleurs, n’est pas absolue, mais 
seulement relative; elle suppose qu’on évalué sem- 
blablement un autre rectangle en mesurant ses côtés 
par la même unité linéaire ; on obtient ainsi un second 
produit, et le rapport des deux produits est égal à 
celui des rectangles, conformément à la proposition 
qu’on vient de démontrer. 

Par exemple, si la base du rectangle A est de trois 
unités et sa hauteur de dix , le rectangle sera représenté ' 
par le nombre 3 X lo, ou 3o, nombre qui ainsi isolé 
ne signifie rien ; mais si on a un second rectangle B 
dont la base soit de douze unités et la' hauteur de sept, 
le second rectangle sera représenté par le nombre 7 
X la, ou 84 : de -là ou conclura que les deux rec- 
tangles A et B sont entre eux comme 3o est à 84 ; ' 
' donc , si on convenait de prendre le rectangle A pour 
l’unité de mesure dans les surfaces , le rectangle B au- 
rait alors pour mesure absolue * 4 , c’est-à-dire qu’il 
-'Serait égal à *4 d’unités superQciellès. 

11 est plus ordinaire et plus simple de prendre le 
quarré pour l'unité de surface, et ou choisit le quarre 
dont le côté est l'anité de longueur; alors la mesure 
que nous avons regardée simplement comme relative 
J devient absolne : par exemple le nombre 3o, par le- 
quel nous avons mesuré le rectangle A, représente 3o 
io«; unités superficielles , ou 3o de ces quarrés dont le côté 
est égal à l’unité : c’est ce que la fig. loa rend sensible. 
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On confond assez souvent en géométrie le produit 
de deux lignes avec leur rectangle, et cette exprès* 
sion a même passé en arithmétique pour désigner le 
produit de deux nombres inégaux, comme on emploie 
celle de ^«a/répour exprimer le produit d’un nombre 
multiplié par lui*mâme. ■ 

Les quarrés des nombres i , a , .3 , etc., sont i , 4, 

9 , etc. Aussi voit-on que le quarré fait sur une ligne 
double est quadruple; sur une ligne triple , il est neuf 6g 
lois plus gran<| , et ainsi de suite. > . 

PROPOSITION V. 

' TRBORBHB. 

) 

. • ' c - 

L’aire d’un parallélogramme quelconque est 

égale au produit de sa base par sa hauteur. 

Car le parallélogramme AIjCD est équivalent au ‘‘S 
rectangle ABEF , qui a même base Aü et même hau- 
teur BE*; or celui-ci a pour mesure ABxBE^*, *'■ 
donc ABxBË est égal à l’aire du parallélogramme 
ABCD. - , 

Corollaire. Les parallélogrammes de inépie basé 
sont entre eux comme leurs hauteurs , et les parallé- 
logrammes de même hauteur sont entre euit comme 
eurs basés; car A, B, C, étant trois grandeurs quel- 
conques , on a généralement A X O : B X G : : A : B. 

PROPOSITION VL 

THBOABllB. 

L’aire duri triangle est égale au produit de. 
sa base par la moitié de sa hauteur. 

Car le triangle ABC est la moitié du parallélo- fg. 
gramme ABCE , qui a même base BC et même 
hauteur AD”: or, la surface du parallélogramme •» 

5 . 
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BC X AD*; donc celle du. triangle =760 X AD, 
ou BC X 7 AD. 

Corollaire. Deux triangles de même hauteur sont 
entre eux comme leurs hases, et deux triangles de 
même base sont entre eux comme leurs hauteurs. 

PROPOSITION VII. 

TBKOBKMB. 

L'nire du trapèze ABCD est égale à sa hau- 
teur EF, multipliée par la demi -somme des 
bases parallèles , AB, CD. 

Par le point I , milieu du côté CB , menez KL pa- 
rallèle au côté opposé AD, et prolongez DG jusqu'à 
la rencontre de KL. 

Dans les tri.ingles IBL, ICK, on a le côté IB = IC 
par construction , l'angle LIB = CIK , et l’angle 
IBL:=ICK, puisque CK et BL sont parallèles*; 
donc ces triangles sont égaux * ; donc le trapèze 
ABCD est équivalent* au parallélogramme ADKL , et 
il a pour mesure EF x AL. 

. Mais on a AL = DK, et puisque le triangle IBL 
est égai au triangle KCI, le côté BL:=CK; donc 
AB-pCD=AL + DK = a AL, et ainsi AL est la 
demi-somme des bases AB, CD; donc enfin l'aire 
du trapèze ABCD est égale à la hauteur £F multi- 
pliée par la demi -somme des bases AB, CD, ce qui 

s'exprime ainsi : ABCD = EF x ^ 

Scholie. Si par le point I, milieu de BG, on mène 
IH, parallèle à la base AB, le point H sera aussi le 
milieu de AD, car la figure AHIL est un parallélo- 
gramme, ainsi que DHIK, puisque les côtés opposés 
sont parallèles : on a donc AH=1L et DH=IK; or, 
1L=1K, puisque les triangles BIL, CIK, sont égaux; 
donc AH=DH. 
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On peut remarquer que la ligne HI = A.L = 

- — ; donc 1 aire du trapeze peut s exprimer aussi 

par EF X HI : elle est donc égale à la hauteur du 
trapèze multipliée par la ligne qui joint les milieux 
des côtés non parallèles. 

ROPOSITION VIII. 

xnBoaâif E. 

Si une ugne AC est divisée en deux parties AB> ''*■ 
BC , le quarré fait sur la ligne entière AC con- 
tiendra le quarré fait sur une partie AB , plus le 
quarré fait sur Vautre partie BC , plus deux 
fois le rectangle compris sous les deux parties - 

— », ÿ 

BC, ce qu’on exprime ainsi, AC ou (AB+BC) 

=ÂbVbC + a AB X BC. 

Construisez le quarré AGDE, prenez AF = AB, . 
menez FG parallèle à AC , et BH parallèle à A£. 

Le quarré ABCD est divisé en .quatre parties: la 
première ABIF est le quairé fait sur AB, puisqu’on 
a pris AF=AB: la seconde IGDH est le quarré fait 
sur BC; car puisqu’on a AC = AE, et AB=AF, la *. 
différence AC — AB est égale à la différence AE — 
AF, ce qui donne BC=EF ; mais à cause des paral- 
lèles IG=:BC, et DG=EF, donc HIGD est égal au 
quarré fait sur BC. Ces deux parties étant retran- 
chées du quarré total , il reste les deux rectangles 
BCGI , EFIH , qui ont chacun pour mesure AB x BC ; ^ 
donc le quarré fait sur AÇ, etc. 

_Soholu. Cette proposition revient à celle qu’on 
démontre en algèbre pour la formation du quarré 
d’un binôme, et qui est ainsi exprimée: 
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PROPOSITION IX. 

• TniioilBMB. 

'<*7- \St la ligne \C est la différence des deux lignes 
AB, RC , le quarré fait sur AC contiendra le 
quart è de A i^^plus le quatré de BC. , moins deux 
fois le rectangle fait sur AB ef BC ; c’est-à-dire 

qu'on aura .AC ou (AB — BC) = AB | BC — 
aABxBC. 

- Construisez le quarré ABIF , prenez AE = AC , 
menez CG parallèle à BI , HK parallèle à AB, et ache- 
vez le quarré EFLK. 

Les deux rectangles CBIG , GLKD , ont chacun poui' 
mesure ABxBC : si on les retranche de la figure en- 
tière ABILKEA, qui a pour valeur AB + BC, il est 
clair qu’il restera le quarré ACDE, donc, etc. 
Scholie. Cette proposition revient à la formule d’al- 
• gèbre (a — by — a'-\-b‘‘—-'xab. 

PROPOSITION X. 

^ TaÉORBME. 

. io8 Le rectangle fait sur la somme et la différence 
de deux lignes , est égal à la différence des 
quarrés de ces lignes: ainsi on a ( AB-f- BC) x 

( AB— BC)=ÂT{— ÜC’. 

Construisez Sur AB et AC les quarrés ABIF , 
ACDE ; prolongez AB d’une quantité BK = BC , et 
achevez le rectangle AELE. 

La base AK du rectangle est la somme des deux 
lignes AB , BC , sa hauteur AE est la diflérence 
de ces mêmes lignes ; donc le rectangle, AKLF.= 
( AB + BC) X (AB — BC). Mais ce même rectangle 
est composé des deux parties ABIIE 4- BHLK ; et 
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la partie BMLK èst égale au rertangle EDOF, car 
nn=DE et IiK=EF; donc AKLE=ABHE+EDGF. 

Or, ces deux parties forment le quarrë ABIF moins 
le quarré DHIG, qui est le quarré fait sur BC; donc 

enfin (AB + BG) X (AB— BG)=ÂB— BG.’ 

Scholie. Gelte proposition revient à la formule 
d’algèbre (« — i)=:o’ — b'. 

PROPOSITION XI. 

TBioRÂMB. 

✓ 

Le quarré fait sur V hypoténuse d’un triangle 
rectangle est égal à la somme des quarrés faits 
sur les deux autres côtés. 

Soit ABC un triangle rectangle en A : ayant formé 
des quarrés sur les trois côtés, abaissez de l’angln 
droit sur l'hypoténuse la perpendiculaire AD que 
TOUS prolongerez jusqu’en E ; tirez ensuite les diago- 
nales AF, CH. 

L’angle ABF est composé de l'angle ABC pins l’an- 
gle droit CBF : l’angle CBH est composé du même 
' angle ABC plus l’angle droit ABH ; donc l’angle ABF 
= HBG. Mais AB = BH comme côtés d’un même 
■quarré, et BF=BC par la même raison j donc les 
triangles ABF , HBG, ont un angle égal compris entre 
côtés égaux ; donc ils sont égaux*. * ( 

Le triangle ABF est la moitié du rectangle BDEF , 

(ou pour abréger BE) qui a même base BF et même 
hauteur BD *. Le triangle HBG est pareillement la *pr 
moitié du quarré AH car l’angle BAC étant droit 
ainsi que BAL , AC et AL ne font qu’une même 
ligne droite parallèle à HB; donc le triangle HBG et 
le quarré AH , qui ont la base commune BH , ont 
aussi la hauteur commune' AB ; donc le triangle est 
la moitié du quarié. 


» 

UKOMixaiE. 

On a déjà prouvé que le triangle ABF est égal au 
triangle HBC; donc le rectangle BDEF, douÛe du 
J triangle ABF, est équivalent au quarré’AH, double 
du triangle HBC. On démontrera de même que le rec* 

* tangle CDEG est équivalent au quarré AI ; mais les 
deux rectangles BDEF, CDEG, pris ensemble, font le 
quarré BCGF ; doue le quarré BCGF , fait sur l’hypo- 

' ténuse , est égal à la somme des quarrés ABHL , ACIK , 

faits sur les deux autres côtés; ou, en d’autres termes» 

bc=âbVâc*. 

Corollaire I. Donc le quarré d'un des côtés de 
l'angle droit est égal au quarré de l’hypoténuse moins 
le quarré de l’autre côté , ce qu’on exprime ainsi : 

ÂC. 

Kg. Çorollaire II. Soit ABCD uu quarré, AC sa dia- 

gonale ; le triangle ABC étant rectangle et isoscèle , 

on auia AC = AB-h BC= aAB ; donc le quarré 
jait sur la diagonale AC est double du quarré fait 
sur le côté AB. 

On peut rendre sensible cette propriété en menant 
par les points A et C des parallèles à BD, et par les 
points B et D des parallèles à AC : on formera ainsi 
un nouveau quarré EFGH qui seia le quarré de AC. * 
Or, on voit que EFGH contient huit triangles égaux 
à ABE, et que ABCD en contient quatre; donc le 
quarré EFGH est double de ABCD. 

Puisque AC : AB :: a : i , on a , en extrayant la ra- 
cine quarrée, AC : AB : : i/a : i ; donc la diagonal* 
d'un quarré est incommensurable avec son côté. 

C'est ce qu’on développera davantage dans une autre 

V occasion. 

* 

• - f;{. 109. Corollaire lU. On a démontré que le quarré AH 

est équivalent au rectangle BDEF ; or , à cause de la 

• ' hauteur commune BF, le quarré BCGF est au rec- 


* •» 

♦ 




t 


Dighized by 


LITKB III. 


73 ■ . 

Ungle BDEF comme la base BC est à la base BD ; 
donc , 

BC’: Âb’: : BC : BD. 

Donc le qiiarré de Phypoténuse est au quarrè d'un, 
des côtés de Fangle droit comme Vhypoténuse est au 
segment adjacent a ce côté. On appelle ici segment la 
partie de l’hypoténuse déterminée par la perpendicu- 
laire abaissée de l’angle droit j ainsi BD est le segment 
adjacent au côté AB, et DG est le segment adjacent au 
côté AC. On aurait semblablement, 

BC’: ÂC’:: BC : CD. 

Corollaire IV. Les rectangles BDEF, DCGE, ayant 
aussi la môme hauteur, sont entre eux comme leurs 
bases BD, CD. Or, ces rectangles sont équivalents aux 

quarrés AB , AC ; donc , '.. . 

Âb’: Âc’ :: bd : DC. ' . * - 

Donc les quarrés des deux côtés de l'angle droit sont 
entre eux comme les segments de l'hypoténuse adja- 
cents a ces côtés. 

PROPOSITION XII 

THÉOBBMB. 

Dans un triangle ABC, si l'angle C est aigu, 
le quarrè du côté opposé sera plus petit que la 
somme des quarrés des côtés qui comprennent 
l’angle C-, et si l’on abaisse AD perpendiculaire 
sur BC , la différence sera égale au double du 
rectangle BC x CD ; de sorte qu'on aura, 

Âb’=Âg’+ BC’— 2 BC X CD. 

Il y a deux cas. 1° Si la perpendiculaire tombe au- 
dedans du triangle ABC , on aura BD=BC — CD, 

et par conséquent * BD = BC -F CD — 2 BC X CD. * 9. . , , 
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Ajoutant de part et d’autre AD, et observant que 
Içs triangles rectangles ABD, ADC, donnent AD-|- 
*BD=:AB et AD+DC=rAC,on aura AB=BG + 
ÂC— aBCxCD. 

a° Si la perpendiculaire AD tombe hors du triangle 
ABC , on aura BD = CD — BC , et par conséquent* 

BD = CD-|-BC — a CD X Bd Ajoutant de part et 
d'autre AD, on en conclura de même, 

* ÂB = BcVÂC— aBCxCD. 
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PROPOSITION XIII. 

THÉORÂltB. 


- -fc** . 

figk ni. Dans un triangle ABC, si V angle C est obtus ^ ‘ 

J.' ^ , , le quarré du côté opposé A B sera plus grand •- ^ ' 

% ' que la somme des quarrés des côtés qui com- _ 1 

. prennent l'angle C , et si on abaisse AD peri>en- . ' 

* diculaire sur BC , la différence sera égale au 
■ 'double durectangleWt^>(.CAYi,desortequ'onaura,, 

j V ^ Âiî ^ ÂC + BCV a BC X CD. 

La perpendiculaire ne peut pas tomber au-dedans 
du triangle; car si elle tombait, par exemple, en E, 
le triangle ACE aurait à la fois l'angle droit E et 
l’angle obtus C, ce qui est impossible*; donc elle 
tombe au dehors, et on a BD=:BC-f-CD. De là 




.g résulte* BD = BC + CD-|- a BCxCD. Ajoutant de 


•* 

* • 


part et d'autre AD et faisant les réductions comme 

■■■ ■ « 

dans le théorème précédent , on en conclura AB 

= BC+ÂC + aBCxCD. 

Scholie. Le triangle rectangle est le seul dans le- 
, quel la somme des quarrés de deux côtés soit égale 
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au quarrë fin troûième; car si l'angle compris par ces 
cdtés est aigu , la somme <le leurs quarres sera plus 
grande que le qnarré du côté opposé; s’il est obtus, 
elle sera moindre. 




PROPOSitlOIV XIV. 


i 


^ V. 


TBEOBBXK. 


Dans un triangle quelconque AB('., si on mène •’k-m 
du sommet au milieu de la base la ligne AE,ye 

dis qu'on aura + hC—‘i 
Abaissez la perpendiculaire AD sur la base BG, le . 
triangle AEC donnera par le théorème xii, 

■ÂC=ÂÈVËG— a EC X ED. 

Le triangle ABE donnera par le tbeoréme xuiy 

ÂB= ÂË’-f ÊB*4- a EB X ED. 

Donc, en ajoutant et observant que FÆ=EC, on aura, 

Âb’-+-ÂC= a ÂËV a ËB.’ 

Corollaire. Donc, dam tout parallélogramme ^ la 
somme des quarrés des côtés est égale a la somme des 
quarrés des diagonales. 




*;■ V 




* 

t 




Car les diagonales AC, BD, se coupent mutuelle- Sg-ti3. '' 


ment en deux parties égales au point E*; ainsi le « 
triangle ABC donne , 

ÂB + BC=aÂË4-a BÊ’ ' . 

Le triangle ADC donne pareillement, ix’» ' * ■ 


» •. 

J JT 


à t 


'•r 


V ,fK- 


AD-+-DC=aAE-+-aDE. 

Ajoutant membre à membre, en observant que BR== 
DE, on aura , 

ÂB V M)V i)c Vl^= 4 V 4 1 ^- 

Mais 4 AE est le quand de aAE ou de AC; 4 DE 
est le qnarré de BD; donc la somme des quarrés des 
bôtés est égale à la somme des quarrés des diagonales. 
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PROPOSITION XV. 

' THÉORÂME. 

• < 

ii(. m. 1^0. ligne DE , menée parallèlement à la base 
d'un triangle ABC , divise les côtés AB, AC, 
proportionnellement ; de sorte qu’on a AD : DB 
: : AE : EC. 

Joignez DE et DC; les deux triangles BDE, DEC, 
ont même base DE ; ils ont aussi même hauteur, 
puisque les sommets B et C sont situés sur une paral- 
< 3 , lèlc à la base; donc ces triangles sont équivalents''. 

Les triangles ADE, BDE, dont le sommet commun 
est E , ont même hauteur et sont entre eux comme 
* ^ leurs bases AD , DB * ; ainsi on a , 

ADE : BDE : : AD : DB. 

I<es triangles ADE, DEC, dont le sommet commun 
est D, ont aussi même hauteur, et sont entre eux 
comme leurs bases AE, EC; donc, 

ADE : DEC : : AE : EC. 

Mais le triangle BDE = DEC; donc, à cause du 
rapport commun dans ces deux proportions, on en 
conclura AD : DB : : AE : EC. 

Corpilaire I. De là résulte componendo AD-f-DB: 
AD :: AK+EC : AE, ou AB : AD : : AC : AE, et aussi 

' ■ AB : BD :: AC : CE. 

6g. ii5. CoroUaifc II. Si entre deux droites AB, CD, on 
mène tant de parallèles qu’on voudra AC, EF, GH, 
BD, etc., ces droites seront coupées proportionnelle- 
ment , et on aura AE : CF : : EG : FH : ; GB : HD. 

Car soit O le point de concours des droites AB , 
CD; dans le triangle OEF, où la ligne AC est menée 
parallèlement à la base EF, on aura OE : AE : : OF : 
CF , ou OE : OF : : AE : CF. Dans le triangle OGH, on 
aura semblablement OE : EG : : OF : FH, ou OE : OF 
: : E G : F H ; donc , à cause du rapport commun : 
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OE : OF , ces deux proportions donnent AE : CF : : 
EG : FH. On démontrera de la même manière que EG : 
FH;:GB:HD, et ainsi de suite; donc les lignes AB, 
CD, sont coupées proportionnellement par les paral- 
lèles EF, GH, etc. 

PROPOSITION XVI. 
théorIkk. 

Réciproquement si les côtés AB , AC , sont cou- 
pés proportionnellement par la ligne DE, en 
sorte qu’on ait AD : DB : : AE : EC , je dis que la 
ligne DE sera parallèle à la base BC. 

Car si DE n'est pas parallèle à BC , supposons que 
DO en soit une; alors, suivant le théorème précé- 
dent, on aura AD:BD: : AO:OC. Mais, par hypo- 
thèse , AD : DB : : AE : EC ; donc on aurait AO : OC : : 
AE:EC; proportion impossible, puisque d’une part 
l’antécédent AE est plus grand que AO , et que de 
l’autre le conséquent EC est plus petit que OC ; donc 
la parallèle à BC menée par le point D ne peut diffé- 
rer de DE; donc DE est cette parallèle. 

Scholie. La même conclusion aurait lieu si on sup- 
posait la proportion AB: AD:: AC; AE. Car cette pro- 
portion donnerait AB — AD:AD::AC — A£:AE, oti 
BD:AD::CE:AE. 

PROPOSITION XVII. 

TBéoajIm. 

La ligne AD , qui divise en deux parties égales 
l'angle BAC d’un triangle, divisera la base BC 
en deux segments Bü , DC , proportionnels aux 
côtés adjacents AB, AC; de sorte qu’on aura 
BD:DC:: AB:AC. 


fig.it». 


*g. tiji 
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Par le point C menez CE parallèle à AD jnaqu*à la 
rencontre de BA prolongé. 

'Dans le triangle BCE, la ligne AD est paralfèle à la 
base CE; ainsi on a la proportion 
BD:DC::AB:AE. 

Mais le triangle ACE est isoscèle ; car, à cause des 
parallèles AD, CE, l’angle ACE=DAC, et l’angle 
«i''* AEC=BAD * : or, par hypothèse, DAC=BAD; 
donc l’angle ACEnrAEC, et par suite AE= AC * ; 
substituant donc AC à la place de AE dans la propor- 
tion précédente, on aura, 

BD:DC::AB:AC. 

PROPOSITION XVIII. 

. THÉOEÈME. 

Deux triangles équiangles ont les câtàs homo- 
logues proportionnels et sont semblables. 

"t>* , Soient ABC, CDE, de ux triangles qui ont les an- 
gles égaux chacun à chacun , savoir BAC = CDE, 
ABC=DCE, et ACB=DEC;je dis que les côtés 
homologues ou adjacents aux angles égaux, seront 
proportionnels, de sorte qu’on aura BC:CE:;ABt 
CD:: AC: DE. 

' ' Placez les côtés homologues BC, CE, dans la même 

direction , et prolongez les côtés BA , ED , jusqu’à ce 
qu’ils se rencontrent en F. 

Puisque BCE est une ligne droite, et que l’angle 
t.i. BCA=CED, il s’ensuit que AC est parallèle à DE*. 
Pareillement, puisque l’angle ABC=DCE, la ligne 
AB est parallèle à DC ; donc la figure ACDF est un 
parallélogramme'. 

Dans le triangle BFE la ligne AC est parallèle à la 
base FE, ainsi on a BC:CE;:BA: AF*. A la place de 
AF mettant son égale CD, on aura, 
n(;:ÇE::nA:Cl). 
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Dans le ni^e triangle RFE, si on regarde BF 
comme la base, CI) est une parallèle à cette base, et • ■ 

on a la proportion BCjCfe:;FD;DE. A la place dé 
FD mettant son égale AC, on aura, 

BC:CE::AC:DE. 

■ , Enfin de ces deux proportions qui contiennent le 
même rapport, BCsCE, on peut conclure aussi, • 

AC:DE::BA:CD. - • \ 

Donc les triangles cquiangles BAC , GÜE , ont les 
côtés homologues proportionnels : mais, suivant la 
définition II, deux figures sont semblables, lorsque 
elles ont à la fois les angles égaux chacun à cliacun, 
et les côtés homologues * proportionnels | donc les 
triangles équiangles BAC, CDE., sont deux figures 
semblables. 

Corollaire. Pour que deux triangles soient sembla- 
bles, il suffit qu'ils aient deux angles égaux chacun à 
chacun , car alors le troisième sera égal de part et 
d’autre, et les deux triangles seront équiangles. 

Scholie. Remarquez que, dans les triangles sem- 
blables , les côtés homologues sont opposés à des 
angles égaux; ainsi l’angle ACB étant égal à DEC , le 
côté AB est homologue à DC ; de même AC et DE sont 
homologues comme étant opposes aux angles égaux' 

ABC, DCE ; les côtés homologues étant reconnus, on 
forme aussitôt les proportions : • 

AB:DC::AC:DE::BC:CE. 

' PROPOSITION XIX. 

THBOHâlIB. 

Deux triangles qui ont les côtés homologues ’’ 

proportionnels, sont équiangles et semblables. 

Supposons qu’on ait BC : Eb’ : ; AB : l)E : : AC : DF , Ss- >»«. 
je dis que les triangles ABC , DEF, auront les angles 
égaux, savoir. A— D, BmE, C=F. 
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Faites au point E l’angle rEG=B‘ et au point F 
l'angle EFG=C, In troisième ^G sera égal au troi- 
sième A , et les deux triangles ABC , EFG , seront 
' ëquiangles ; donc on aura par le théorème précédent 
BC:EF:: AB:EG : mais, par hypothèse, BC:EF:: 
AB: DE; donc EG = DE. On aura encore, par le 
même théorème, BC:EF : :AC:FG ; or on a, par hy- 
pothèse , BC : EF : : AC : DF , donc FG = DF ; donc 
les triangles EGF, DEF, ont les trois côtés égaux 
* 11 , >■ chacun à chacun; donc ils sont égaux*. Mais, par 
construction , le triangle EGF est équiangle au trian- 
gle ABC ; donc aussi les triangles DEF , ABC , sont 
équiangles et semblables. 

Scholie I. On voit par ces deux dernières proposi- 
tions, que dans les triangles, l'égalité des angles est' 
une suite de la proportionnalité des côtés, et ré- 
ciproquement, de sorte qu’une de ces conditions 
suffit pour assiu%r la similitude des triangles. Il n'en 
' est pas de même dans les figures de plus de trois 
côtés; car, dès qu’il s’agit seulement des quadrila- 
tères, on peut, sans changer les angles, altérer la 
proportion des côtés , ou , sans altérer les côtés , 
changer les angles; ainsi la proportionnalité des 
côtés ne peut être une suite de l égalité des angles, ni 
Cg. lai. "vice versa. On voit, par exemple, qu’en menant EF 
parallèle à BC, les angles du quadrilatère AEFD 
sont égaux à ceux du quadrilatère ABCD ; mais la 
proportion des côtés est différente : de même , sans 
changer les quatre côtés AB, BC, CD, AD, on peut 
rapprocher ou éloigner le point B du point D , ce qui 
altérera les angles. 

Scholie 11. Les deux propositions précédentes qtti 
n’en font proprement qu’une, jointes à celle du 
quatré de l’hypoténuse , sont les propositions les plus 
importantes et les plus fécondes de la géométrie; - 
elles suffisent presque seules à toutes les applications 
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et à la résolution de tous les problèmes : la raison en 
est que toutes les figures peuvent se partager en 
triangles, et un triangle quelconque en deux trian- 
gles rectangles. Ainsi les propriétés générales des 
triangles renferment implicitement celles de toutes les 
figures. 

- PROPOSITION XX. 

THÉOnéME. 

Deux triangles qui ont un angle égal compris 
entre côtés proportionnels , sont semblables. 

Soit l’angle A = D, et supposons qu’on a AB: Sg m. 
DE : : AC : DF ; je dis que le triangle ABC est sem- 
blable à DEF. 

Prenez AG = DE et menez GH parallèle à BC^ 
l’angle AGH sera égal à l’angle ABC*; et le triangle *»<•» 
AGH sera équiangle au triangle ABC ; on aura donc 
AB: AG :: AC: AH: mais, par hypothèse , AB: DE:: 

AC : DF , et par construction AG = DE ; donc AH = 

DF. Les deux triangles AGH , DEF , ont donc un 
angle égal compris entre côtés égaux ; donc ils son t 
égaux. Or le triangle AGH est semblable à ABC; donc 
DEF est aussi semblable à ABC. 

PROPOSITION XXI. 

THÉORÈME. 

Deux triangles qui ont les côtés homologues 
parallèles, ou qui les ont perpendiculaires cha- 
cun à chacun , sont semblables. 

Gor, 1° si le côte AB est parallèle à DE , et BC à sg. iiJ. 
EF , l'angle ABC sera égal à DEF* ; si de plus AC est 
parallèle à DF , l’angle ACB sera égal à DF'E , et aussi 
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BAC à EDF : donc les triangles ABC, DEF, sont 
équiangles ; donc ils sont semblables. 

a° Soit le côté DE perpendiculaire à AB, et le 
côté DF à AC ; dans le quadrilatère AIDH les deux 
angles 1 et H seront droits ; les quatre angles valent 
ensemble quatre angles droits * ; donc les deux res- 
umts lAH , IDH, valent deux angles droits. Mais le* 
deux angles EDF , IDH , valent aussi deux angles 
droits ; donc l’angle EDF est égal à lAH ou BAC : 
pareillement si le troisième côté EF est perpendi- 
culaire au troisième BC, on démontrera que i’angle 
DFE=C, et DEF=B ; doue les deux triangles ABC, 
DEF, qui ont les côtés perpendiculaires chacun à 
chacun , sont équiangles et semblables. ^ 

Scholie. Dans le cas des côtés parallèles , les côtés 
homologues sont les côtés parallèles , et , dans celui 
des côtés perpendiculaires , ce sont les côtés perpen- 
diculaires. Ainsi, dans ce dernier cas, DE est homo- 
logue à AB, DF à AC, et £F à BC. 

Le cas des côtés perpendiculaires pourrait offrir 
une situation relative des deux triangles , différente 
de celle qui est supposée dans la fig. i a4 ; maia l’éga- 
lité des angles respectifs se démontrerait toujours , 
soit par des quadrilatères tels que AIDH, dont deux 
angles sont droits , soit par la comparaison de deux 
triangles qui , avec des angles opposés au sommet , 
auraient chacun un angle droit: d'ailleurs, on pour- 
rait toujours supposer qu’on a construit au-dedans 
du triangle ABC un triangle DEF, dont les côtés 
seraient parallèles à ceux du triangle comparé à ABC, 
et alors la démonstration rentrerait dans le cas de la 
fig. ia4. 
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t>ROPOSITIOJî XX.11. 

THÉORâMB. 

Les lignes AF, AG, etc., menées comme on vou- fis. ns. 
dra par le sommet d'un triangle, divisent propor- 
tionnellement la hase BC et sa parallèle DE , de 
sorte qu'on a DI ; BF ; : IK ; FG ; : K.L ; GH , etc. 

Car, puisque DI est parallèle à BF, le triangle 
ADI est équiangle à ABF, et on a la proportion 
DI:BF:: AI:AF ; de même IK. étant parallèle à FG, , 
on a Al.'AF 1K:FG ; <lonc , à cause du rapport 
commun Al; AF, on aura D1:BF IK:FG. On trou- 
vera semblablement 1K:FG :: KL:GH, etc.; donc la 
ligne D£ est divisée aux points 1 , K , L, comme la 
base BC l’est aux points F, G, H. 

Corollaire. Donc , si BC était divisée en parties 
égales aux points F, G, H, la parallèle DE serait di- 
visée de même en parties égales aux points 1 , K, L. 

PROPOSITION XXIII. 

THÉORÈME. 

Si de l'angle droit A d'un triangle rectangle on sg. i»6. 
abaisse la perpendiculaire AD sur l'hypoténuse ^ . 

1 “ Les deux triangles partiels A BD, ADC, 
seront semblables entre eux et au triangle total 
ABC ; 

Chaque côté AB ou AC sera moyen pro- - 
portionnel entre l'hypoténuse BC et le segment 
adjacent BD ou DC ; 

3“ La perpendiculaire AD sera moyenne pro- 
portionnelle entre les deux segments BD, DC. 

Car, 1 ° le triangle BAD et le triangle BAG ont 
l’angle commun B ; de plus l’angle droit BDA.est 
égal à l’angle droit BAC ; donc le troisième angle 
BAD de l’un est égal au troisième C de l’autre ; donc 

6 . 
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ces deux triangleâ sont équiangles et semblables. Ou 
démontrera de même que le triangle DAC est sem- 
blable au triangle BAC; donc les trois triangles sont 
équiangles et semblables entre eux. 

2 ° Puisque le triangle BAD est semblable au trian- 
gle BAC, leurs côtés homologues sont proportionnels. 
Or, le côté BD dans le petit triangle est homologue 
à BA dans le grand , parce qu’ils sont opposés à des 
angles égaux , BAD, BCA ; l’hypoténuse BA du petit 
est homologue à l’hypoténuse BC du grand ; donc on 
peut former la proportion BD ; BA :: BA : BC. On 
aurait de la même manière DC: AC :: AC:BC; donc, 
a" chacun des côtés AB, AC, est moyen propor- 
tionnel entre l’hypoténuse et le segment adjacent à 
ce côté. 

3“ Enfin, la similitude des triangles ABD, ADC, 
donne , en comparant les côtés homologues , BD: 
AD;:AD:DC; donc, 3" la perpendiculaire AD est 
moyenne proportionnelle entre les segments BD, DC 
de l'hypoténuse. 

Sc/iolie. La proportion BD:AB;:AB:BC donne, 
en égalant le produit des extrêmes à celui des moyens, 

Âb’= bd X BC. On a de même AC = DC X BC , 

donc Âü ’+ AC = BD x BC -4- DC X BC ; le second 
membre est la même chose que (BD-f-DC) X BC, 

et il se réduit à BC X BC ou BC ; donc on a AB 

AC* = BC ; donc le quarré fait sur l’hypoténuse 
BC est égal à la somme des quarrés faits sur les deux 
autres côtés AB , AC. Nous retombons ainsi sur la 
proposition du quarré de l’hypoténuse par une voie 
très^iflérente de celle que nous avions suivie ; tl’où 
l’on voit qu’à proprement parler , la proposition du 
quarré de l’hypoténuse est une suite de la propor- 
tionnalité des côtés dans les triangles équiangles. 
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Ainsi les propositions fondamentales de la géométrie 
se réduisent, pour ainsi dire, à celle-ci seule, que 
les triangles équiangles ont leurs côtés homologues 
proportionnels. 

Il arrive souvent, comme on vient d’en voir un 
exemple, qu’en tirant des conséquences d’une ou de 
plusieurs propositions, on retombe sur des proposi- 
tions déjà démontrées. En général, ce qui caractérise 
particulièrement les théorèmes de géométrie, et ce 
qui est une preuve invincible de leur certitude , c’est 
qu'en les combinant ensemble d’une manière quel- ' 
conque , pouryu qu’on raisonne juste , on tombe 
toujours sur des résultats exacts. Il n’en serait pas de 
même si quelque proposition était fausse, ou n'était 
vraie qu’à-pen-près ; il arriverait souvent que , par ‘ 
la combinaison des propositions entre elles, l’erreur 
s'accroîtrait et deviendrait sensible. C’est ce dont on 
voit des exemples dans toutes les démonstrations où 
nous nous servons de la réduction a Fabsurde. Ces 
démonstrations , où l’on a pour but de prouver que 
deux quantités sont égales, consistent à faire voir que, 
s’il y avait entre elles la moindre inégalité , on serait 
conduit par la suite des raisonnements à une absur- 
dité manifeste et palpable ; d'où l’on est obligé de 
conclure que ces deux quantités sont égales. 

Corollaire, Si d’un point A de la circonférence on **• 
mène les deux cordes AB , AC , aux extrémités du 
diamètre BC , le triangle BAC sera rectangle en A * j **’ *’ 
donc, \° la perpendiculaire AD est mojrennc prooor- 
tionnelle entre les deux segments BD, DC, du dia- 
mètre, ou, ce qui revient au même, le quarré AD 
est égal au rectangle BD x DC. 

a“ La corde AB est moyenne proportionnelle entre 
le diamètre BC et le segment adjacent BD , ou , ce ♦ 

qui revient au même , AB=BD x BC, On a sem- 
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baLlemeiit AC=CüxflC; donc Âb’;Âc’:: BD: DC ; 
et si on compare AR à Bcj on aura ÂB :BC^ BD. BC ^ 

• on aurait de même AC:BC:: DCiBC. Ces rapports 
des quarrés des côtes , soit entre eux , soit avec le 
quarré de l’hypoténuse, ont été déjà donnés dans les 
corol. III et IV de la prop. xi. 

PROPOSITION XXIV. 

THBOBBMB. 

IJt'UX triangles qui ont un angle égal sont 
entre eux comme les rectangles des côtés qui 
6g. n8. comprennent i angle égal. Ainsi le triangle 

est au triangle ADE comme le rectangle kh x AC 
est au rectangle ADxAE. 

Tirez BEj les deux triangles ABE, ADE, dont le 
sommet commun est E, ont même hauteur, et sont 
*«. entre eux comme leurs bases AB, AD * ; donc, 
ABE:ADE::AB:A1). 

On a de même, 

ABCrABE:; AC:AE. 

Multipliant ces deux proportions par ordre, et omet- 
tant le commun terme ABE, on aura, 

ABC ; ADE :: AB X AC .ADxAE. 

• Corollaire. Donc les deux triangles seraient équi- 
valente , si le rectangle ABx AC était égal au lecun- 
gle ADxAE, ou si on avait AB: AD AE:AC, ce 
qui aurait lieu si la ligne DC était parallèle à BE. 

PROPOSITION XXV. 

‘ TRBOaâMB. 

« 

Deux triangles semblables sont entre eux 
comme les quarrés des côtés homologues 
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' Soit l’angle A.— D et l’angle B=E; d’abord à cause 
des angles égaux A et D, on aura, par la proposi- 
tion précédente, 

ABC:DEF:: ABx AG:DExDF. 

On a d’ailleurs, à came delà similitude des triangles, 
AB;DE:: AC:DF. 

Et si on multiplie cette proportion terme à terme par 
la proportion identique, 

AC:DF::AC:DF, 

' il en résultera, 

AB X AC . DE X DF : : Âc’: DÏ’ 

Donc , 

ABC: DEF.: AC: DF.’ 

Donc deux triangles semblables ABC , DEF, sont 
entre eux comme les quarrés des côtés homologues 
AC , DF, ou comme les quarrés de deux autres côtés 
homologues quelconques. 

PROPOSITION XXVI. 

THSOaâHB, 

Deux polygones semblables sont composés 
d'un même nombre de triangles semblables cha- 
cun à chacun et semblablement disposés. 

Dans le polygone ABCDË, menez d’un même angle Cg. 

. A les diagonales AC, AD aux autres angles. Dans 
l'autre polygone FGHIK, menez semblablement de 
l’angle F homologue à A, les diagonales FH, Fl aux 
autres angles. 

Puisque les polygones sont semblables, l’angle ABC 
est égal à son homologue FGH *, et de pim les côtés Méf. «. 
AB, BC, sont proportionnels aux côtés FG, GHj de 
sorte qu’on a AB:FG:: OC: GH. Il suit de là que les , 
triangles ABC , FGH , ont un angle égal compris 
entre côtés proportionnels; donc ils sont sembla- 
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* «O. blés * ; donc l’angle BCA est égal à GHF. Ces angles 
égaux étant retranchés des angles égaux BCD, GHI, 
les restes ACD, FHI seront égaux : mais puisque les 
triangles ABC, FGH sont semblables, on a AC: 
FH :: BC:GH; d’ailleurs, à cause de la similitude des 
• <Wf. a. polygones * , BC : GH :: CD : HI ; donc AC : FH : : 
CD : HI : mais on a déjà vu que l’angle ACD=FHI j 
donc les triangles ACD, FHI, ont un angle égal com- 
pris entre côtés proportionnels, donc ils sont sem- 
blables. On continueimt de même à démontrer la 
similitude des triangles suivants, quel que fftt le nom- 
bre des côtés dés polygones proposés ; donc deux 
jxilygones semblables sont composés d'un même 
nombre de triangles semblables et semblablement 
disposés. 

Scholie. La proposition inverse est également vraie : 
Si deux polygones sont composés d'un même nombre 
de triangles semblables et semblablement disposés, ces 
deux poly gones seront semblables. 

Car la similitude des triangles respectifs donnera 
l’angle ABC=FGH, BCA = GHF, ACD=FH1 ; donc 
BCD = GHI, de même CDE=HLK, etc. De plus, on 
aura AB:FG BC:GH :: AC:FII :: CD;HI, etc. ; donc 
les deux polygones ont les angles égaux et les côtés 
proportionnels; donc ils sont semblables. 

PROPOSITION XXVII. 

THBOKBMB. 

//«5 contours ou périmètres des polygones sem- 
blables sont comme les côtés homologues, et leurs 
surfaces sont comme les quarrés de ces mêmes 
côtés. 

(Ig. 139- Car, i" puisqu’on a, par la nature des figures 
semblables , AB : FG :: BC : GH CD : HI, etc. , on 
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peut conclure de celle suite de rapports «gaux : La 
somme des antécédents AB + BC + CD, etc., péri- 
mètre de la première figure, est à la somme «les consé- 
quents FG-l-GH-l-HI , etc. , périmètre de la seconde 
figure , comme un antécédent est à son conséquent , 
ou comme le côté AB est à son homologue FG. 

a° Puisque les triangles ABC, FGH sont sembla- 
bles , on a * ABC : FGH :: AC : FH ; de même les * *5. 
triangles semblables ACD, FHI , donnent ACD ; FHI 
AC : FH ; donc , à cause du rapport commun 

AC : FH, on a, 

ABC : FGH :: ACD : FHI. 

Par un raisonnement semblable on trouverait, 

ACD:FIU :: ADE :FIK; 

et ainsi de suite, s’il j avait un plus grand nombre 
de triangles. De cette suite «le rapports égaux on con- 
clura : La somme des antécédents ABC-f-ACD+ADE, 
ou le polygone ABCDE , est à la somme des cons«i- 
quents FGH+FHI+FIK, ou au polygone FGHIK, 
comme un antécédent ABC est à son conséquent 
FGH , ou comme AB est à FG ; donc les surfaces des 
polygones semblables sont entre elles comme les quar- 
rés des côtés homologues. 

Corollaire. Si on construit trois figures semblables 
dont les côtés homologues soient égaux aux trois 
côtés d’un tri.angle rectangle , la figure faite sur le 
grand côté sera égale à la somme des deux autres ; 
car ces trois figures sont proportionnelles aux quarn's 
de leurs côtés homologues; or, le quarré de l’hypo- 
ténuse est égal à la somme des qiiarrés des «leux autres 
eôtés ; donc , etc. 


Digiiized by Google 


^ go eiÉoMÉTntB. 

P.ROPOSITION XXVIII. 

THBORBMB. 

**■ Les parties de deux cordes AB, CI), qut se 

coupent dans un cercle, sont réciproquement 
proportionnelles, c’est-à-dire qtéon a AO : DO 

CO ; OB. 

Joignez AC et BD : dans les triangles ACO, BOD , 
las angles en O sont égaux corame opposés au som- 
met; l'angle A est égal à l’angle D, parce qu'ils sont 
** ^ inscriu dans le même segment*; par la même raison 
' l’angle C=B; donc ces triangles sont semblables , et 
les côtés homologues donnent la proportion AO : DO 
: : CO:OB. 

Corollaire. Ou tire de là AO X OB— DO X GO : donc 
.le rectangle des deux parties de l’une des cordes est 
égal au rectangle des deux parties de l'autre. 

PROPOSITION XXIX. 

TBBOaâHB. 

Si dun même point O, pris hors du cercle , on 
mène les sécantes OB, OC, terminées à Carc con- 
cave BC, les sécantes entières seront réciproque- 
ment profxyrtionnelies à leurs parties extérieures , 
cest-k-dire qu'on aura OB : OC : : OD : OA . 

Car, enjoignant AC, BD, les triangles OAC, OBD, 
*i8 ■ 1 O commun; de plus l’angle B— C*; donc 

’ ces triangles sont semblables; et les côtés homologues 
donnent la proportion, 

OB:OC:;OD : OA. 

. Corollaire. Donc le rectangle OAxOB, est égal au 
rectangle OC X OD. 

Scholie. On peut remarquer que cette proposition 
a beaucoup d’analogie avec la précédente, et qu’elle 
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n’en différé qu en ce que les deux cordes AB , CD, 
au lieu de se couper dans le cercle , se coupent 
au dehors. La proposition suivante peut encore être 
r^ardëe comme un cas particulier de celle-ci. 

PROPOSITION XXX. 

THÉObÂMI!. 

Si d’un même point O pris hors du cercle on ®g- «3»- 
mène une tangente OS. et une sécante OC, la 
tangente sera moyenne proportionnelle entre la 
sécante et sa partie extérieure ; de sorte quon 
aura OC ; OA ; : OA : OD -, nu, ce qui revient au 
même, OA— OCxOD. 

Car, en joignant AD et AC, les triangles OAD, 

OAC, ont l’angle O commun; de plus l’angle OAD, 
formë par une tangente et une corde *, a pour mesure * ‘9* *• 
la moitié de l’arc AD, et l’angle C a la même mesure; 
donc l’angle OAD=C ; donc les deux triangles sont 
semblables et on a la proportion, 

OC: OA: :OA:OD, 
qui donne OA=OCxOD. 

PROPOSITION XXX. 

TH BOBBHB. 

Dans un triangle ABC , si on divise l’angle A en deux fig- t33. 
parties égales par lu ligne AD , U rectangle des cétés AB , 

AC , sera égal au rectan^e des segments BD , DC , plus au 
quarré de la sécante AD. 

Faites passer une circonférence par les trois points A, B, 

C, prolongez AD jusqu'à la circonférence , et joignez CE. 

Le triangle BAD est semblable an triangle EAC; car, par 
hypothèse, l'angle BAD = EAC; déplus l'angle B = E, 
puisqu'ils ont tous deux pour mesure la moitié de l'arc AC ; 
donc ces triangles sont semblables , et les côtés homologues 
ponnent la proportion BA : AE :: AD : ÔC : <Ie là résulte 
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BAxAC = AKxAD; mais AE=AD-|-DE, et en multi- 
• pliant de part et d’autre par AD, on a AExAD=AD-|- 
> •»*. ADXDE; d’ailleurs AD X DE=BD X DC * ; donc enfin 

BAXAC=ÂD+BDXDC. 
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PROPOSITION XXXII. 


THEOREME. 


Drt/if tout triangle ABC, le rectangle des deux côtés AB, 
AtJ, est égal au rectangle compris par le diamètre CK, du 
cercle circonscrit et la perpendiculaire AI) abaissée sur le 
troisième côté BC. 

Car, en joignant AE, les triangles ABD, AEC, sont t«c- 
tangles, l’un en D, l'autre en A; de plus l’angle B=E; donc 
ces triangles sont semblables , et ils donnent la proportion 
AB;CE::AD:AC; d’on résulte AB XAC= CE x AD. 

Corollaire. Si on multiplie ces quantités égales par la 
même quantité BC,on aura ABx ACxBC=C£XADxBC. 
Or, ADXBC est le double de la surface du triangle*; donc 
le proiluit des trois côtés d'un triangle est égal à sa surface 
multipliée par le double du diamètre du cercle circonscrit. 

Le produit de trois lignes s’appelle quelquefois un solide, 
par une raison qu’on verra ei-apres. Sa valeur se conçoit 
aisément, en imaginant que les lignes sont réduites en nom- . 
bres, et multipliant les nombres dont il s'agit. 

Scliolie. On peut démontrer aussi que la surface d'un 
triangle est égale à son périmètre multiplié par la moitié du 
rayon du cercle inscrit. 

Car les triangles AOB, BOC, AOC, qui ont leur sommet 
commun en O, ont pour hauteur commune le rayon du 
cercle inscrit ; donc la somme de ces triangles sera égale a 
la somme des bases AB , BC , AC , multipliée par la moitié 
du rayon OD ; donc la surface du triangle ABC est égale 
à son périmètre multiplié par la moitié du rayon du cercle 
inscrit. 
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PROPOSITION XXXIII. , 

THBORâlfS. 

..t’ 

Dant tout quadrilatère inscrit ABCD , le rectangle des 6g. 
deua: diagonales AC, BD, est égal à la somme des rectan- 
gles des côtés opposés , de sorte qu'on a 

AC X BD z= AB X CD+AD X BC. 

Prenez l’arc CO=AD , et tirez BO qui rencontre la dia- 
gonale AC en I. 

L’angle ABD=CBI, puisque l’un a pour mesure la moitié 
de AD, et l’autre la moitié de CO égal à AD. L’angle ADB= ' 
BCl, parce qu’ils sont inscrits dans le même segment AOB> 
donc le triangle ABD est semblable au triangle IBC, et on a 
la proportion AD:CI::BD:BC ; d’où résulte AD vwr — 

CI X BD. Je dis maintenant que le triangle ABI est semblable 
au triangle BDC; car l’arc AD étant égal à CO, si on ajoute 
de part et d'antre OD, on aura l’arc AO =DC; donc l’angle 
ABI=:DBC; de plus l'angle BAI=BDC, parce qu’ils sont 
inscrits dans le même segment ; donc les triangles ABI,DBC, 
sont semblables, et les c&tés homologues donnent la propor- 
tion AB:BD:: AJrCD; d'où résulte ABxCDzzrAIxBD. 

Ajoutant les deux résultats trouvés, et observant que 
A1XBD+CIXBD=(AI-1-CI)XBD=ACXBD, on aura 
AD X BC -F AB X CD = AC X bd. 

Seholie. On peut démontrer de la même manière un au- 
tre théorème sur le quadrilatère inscrit. 

Le triangle ABD semblable à BIC, donne la proportion 
BD:BC;: AB:BI, d’où résulte BIxBD = BCxAB. Si on 
joint CO, le triangle ICO, semblable à ABI, sera semblable 
à BDC, et donnera la proportion BD:CO DC.OI ; d’où 
résulte OIxBD=COxDC, ou, à cause de CO=AD, 

01 X BD=AD X DC. Ajoutant les deux résultats , et obser- 
vant que BI X BD-f-OI X BD se réduit à BO X BD, on aura 
BO X BD=AB X BC-1- AD X DC. 

Si on eût pris BP=AD, et qu’on eût tiré CKP, on au- 
rait trouvé par des raisonnements semblables, 

CP X C A= AB X AÜ+BC X CD. 
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Mais l’arc BP ëUnt égal à CO, si on ajoute de part et 
d'antre BC, on aura l’arc CBP=BCO; donc la corde CP 
est égale à la corde BO, et par conséquent les rectangles 
BOX BD et CPxCA sont entre en* comme BD est à CA ; 
donc , 

BD : CA : : AB X BC+AD X DC : AD X AB-+-BC X CD. 

Donc les deux diagonales d'un quadrilatère inscrit sont 
entre elles comme les sommes des rectangles des côtés qui 
aboutissent à leurs extrémités. 

Ces deux théorèmes peuvent servir à trouver les diago- 
nales quand on connaît les cAtés. 

PROPOSITION XXXIV. 

THÉORÈME. 

Cg. i36. Soit P un point donné au dedans du cercle sur U rayon 
AC , et soit pris un point Q au dehors sur le prolongement 
du même rayon , de sorte qu’on ait CP;CA :: CA:CQ ; si 
{Fun point quelconque M de la circonférence on mène aux 
deux points P et Q les droites MP, MQ, fe dis que ces droi- 
tes seront partout dans un même rapport, et qu’on aura 
MP:MQ::AP:AQ 

Car on a, par hypothèse, CP:CA CA : CQ ; mettant 
CM à la place de CA, on aura CP: CM :: CM:CQ ; donc les 
triangles CPM , CQM , ont un angle égal C compris entre 
* lo, 3. côtés proportionnels; donc ils sont semblables*; donc le 
troisième côté MP est au troisième MQ comme CP est à CM 
ou CA. Mais la proportion CP:CA::CA:CQ donne, divi- 
dende, CP:CA::CA — CP : CQ — CA, ou CP:CA::AP:AQ| 
donc MP:MQ::AP:AQ. 
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Problèmes relatifs au Livre II L' 

PROBLânB PRBIIIBI. 

Diviser une ligne droite donnée en tant de 
parties égales qu'on voudra , ou en parties pro- ^ 
portionneles à des lignes données. 

i’ Soit proposé de diviser la ligne AB en cinq 6g. i 3 -, 
parties égales ; par l’extrémité A on mènera la droite 
indéfinie AG, et prenant AC d'une grandeur quel» 
conque , on portera AC cinq fois sur AG. On joindra 
le dernier point de division G et l'extrémité B par la 
ligne GB, puis on mènera Cl parallèle à GB ; je dis 
que AJ sera la cinquième partie de b ligne AB , et 
qu’ainsi en portant AI cinq fuis sur AB, b ligne AB 
sera divisée en cinq parties égales. 

Car, puisque Cl est parallèle à GB, les c6tés AG, 

AB, sont coupés proportionnellement en C et 1 *. Mais * 

AC est b cinquième partie de AG ; donc Al est b cin- 
quième partie de AB. 

a° Soit proposé de diviser b ligne AB en parties 6g. i38. 
proportionnelles aux lignes données P, Q, R. Par 
l’extrémité A on tirera l’indéfinie AG, on prendra 
AC=P, CD = Q, DE = R, on joindra les extrémités 
E et B, et par les points C, D, on mènera CI, DK, 
parallèles à EB j je dis que b ligne .AB sera divisée 
en parties Al , IK, KB, proportionnelles aux lignes 
données P, Q, R. 

Car, à cause des parallèles Cl, DK, EB, les paities 
Al, IK, KB, sont proportionnelles aux parties AC, 

CD, DE et par construction celles «ci sont égales * tS. 
aux lignes données P, Q, R. < 

VROBLillE 11. 

Trouver une quatrième proportionnelle à trois 
lignes données A , B| G. ^ 


I 
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Tirez les deux lignes indéfinies DE, DF, sous un 
angle quelconque. Sur DE prenez DA^ A et DB=B, 
sur DF prenez DC = C, joignez AC, et par le point 
B menez BX parallèle à AC ; je dis que DX sera la 
quatrième proportionnelle demandée : car, puisque 
BX est parallèle à AC, on a la proportion DA:DB;: 
DC:DX; or, les trois premiers termes de cette propor- 
tion sont égaux aux trois lignes données ; donc DX 
est la quatrième proportionnelle demandée. 

Corollaire. On trouvera de même une troisième 
proportionnelle aux deux lignes données A, B, car 
elle sera la même que la quatrième proportionnelle 
aux trois lignes A, B, B. 

PROB1.BMS III. 

Trouver une moyenne proportionnelle entre 
deux lignes données A ef B. 

Sur la ligne indéfinie DF prenez DE-r-.A, et EF=B; 
sur la ligne totale DF comme diamètre, décrivez la 
demi - circonférence DGF ; au point E élevez sur le 
diamètre la perpendiculaire EG, qui rencontre la cir- 
conférence en G J je dis que EG sera la moyenne 
proportionnelle cherchée. 

Car la perpendiculaire GË, abaissée d'un point de 
la circonférence sur le diamètre , est moyenne pro- 
portionnelle entre les deux segments du diamètre DE, 
EF * : or, ces segments sont égaux aux lignes données 
A et B. 

PROBLÈME IV. 

Diviser la ligne donnée AB en deux parties, 
de manière que la plus grande soit moyenne 
proportionnelle entre la ligne entière et l’autre 
partie. 

A l’extrémité B de la ligne AB élevez la perpen- 
diculaire BC égale à la moitié de AB •, du point C 
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comme centre , et du rayou CB décrivez une circon- 
férence, tirez AC, qui coupera la circonférence en ü« 
et prenez AF=AD; je dis que la ligne AB sera divisée 
au point F de la manière demandée, c’est-à-dire qu'on 
aura AB: AF :: AF:FB. 

Car AB étant perpendiculaire à l’extrémité du rayon 
CB, est une tangente ; et si on prolonge AC jusqu’à ce 
qu’elle rencontre de nouveau la eirconférence en E , 
on aura * AE: AB AB: Aü; donc, dwidendo, AE * 
— AB:AB::AB — AD:AD. Mais, puisque le rayon 
BC est la moitié de AB, le diamètre DE est égal à 
AB, et par conséquent AE — AB=:AD=AF j on a 
aussi, à cause de AF=AD, AB — AD=FB; donc ^ 
AF:AB::FB:AD ou AF ; donc, im>ertendo , AB:AF 
:: AF:FB. 

ücholie. Cette sorte de division de la ligne AB 
s’apjielle division en moyenne et extrême raison : on 
en verra des usages. On peut remarquer que la sé- 
cante AE est divisée en moyenne et extrême raison 
au point D; car, puisque AB=DE, on a AE;DE:: 
DE; AD, X 

PROBLBMBV. 

Par un point donné A dans Vangle donné cg 
BCD, tirer la ligne BD de manière que les parties 
AB, AD, comprises entre le point A et les deux 
côtés de V angle, soient égales. 

Par le point A menez AE parallèle à CD, prenez 
BE=CE, et. par ley points B et A tirez BAD, qui 
sera* la ligne demandée. 

Car, AE étant parallèle à.CD,on a BE:EC::BA: 
AD: or BE=rEC; donc BA=AD. 

PROBLEME VI. 

Faire un quarré équivalent à un parallélo- 
gramme ou à un triangle donné. 
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1° Soit ABCl) le parallélogramme donné, AB sa 
base, DE sa hauteur : entre AB et DE cherchez une 
♦pr. î. moyenne proportionnelle XY*; je dis que le quarré 
fait sur XY sera équivalent au parallélogramme ABCD 
Car on a, par construction , AB:XY :: XY: DE ; donc 

XY = AB X DE : or AB x DE est la mesure du pa- 
rallélogramme, et XY celle du quairé, donc ils sont 
I équivalents. 

r.g. 144. a" Soit ABC le triangle donné, BG sa base, AD sa 
hauteur : prenez une moyenne proportionnelle entre 
BC et la moitié de AD , et soit XY cette moyenne : 
je dis que le quarré fait sur XY sera équivalent au 
triangle ABC. 

Car, puisqu’on a BC:XY .: XY : 7 AD, U en ré- 
sulte XY=BC X rAD, donc le quarré fait sur XY est 
équivalent au triangle ABC. 

PHOBLÂME VII. 

fig. 145. Faire su/ la ligne donnée AD un rectangle 
ADEX équivalent au rectangle donné ABFG. 

Cherchez une quatrième proportionnelle aux trois 
lignes AD, AB, AC, et soit AX cette quatrième pro- 
portionnelle, je dis que le rectangle fait sur AD et AX 
sera cquivalent au rectangle ABFC. 

Car, puisqu'on a AD; AB AG: AX , il en résulte 
ADx AX = .ABx AC; donc le rectanglé APEX est 
, équivalent gu r^tangle ABKC. . ■ ‘ . • 

P ko BLÈHB VIII. . 

tg; ni.. Trouver eh lignes^ le rapport du rectangle des 
deux lignes données A ef B au rectangle des deux 
lignes données C et \). 

Soit X urie quatrième proportionnelle aux trois * 
lignes B, C, Dj je d/s que le rapport des deux lignes 
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A et K sera égal à celui des deux rectangles A X B , 

CxD. 

Car, pubqu'on a B:C::D:X, il en résulte CxO 
= BxX; donc AxB;CxD:;AxB:BxX;:A:X. 

Corollaire. Donc, pour avoir le rapport des quar- 
rés faits sur les lignes données A et C , cherchez une 
troisième proportionnelle X aux lignes A et C, en 
sorte qu'on ait A:C::G:X, et vous aurez A’:C*.:: 

A;X. 

• PHOBLâMB IX. - 

Trouver en lignes le rapport du produit des ug. 
trois lignes données A , B , C , au produit des 
trois lignes données P, Q, tt. , 

Aux trois lignes données P, A, B, cherchez une 
quatrième proportionnelle X : aux trois ligues don. 
nées C, Q, il, cherchez une quatrième proportion- 
nelle Y. Les deux ligues X, Y, seront entre elles 
comiiie les produits AxBxC, PxQxH. 

Car, puisqim P;A:;B:X , on a AxB = PxXi 
et, en multipliant de part et d’autre par C, AxB 
xC=CxPxX. D*e même, puisque G:Q::ll:Y,. 
il en résulte Q X R=G X Y ; et , multipliant de part et 
d’autre par P , on a P x Q X IL=P X C x Y , donc le 
produit A X B X C est au produit P X Q X B comme 
CxPxX estàPxCxY,ou comme X est à Y. 

PEOBLâME X. 

Faire uri triangle équivalent à un polygone “ 
- donné «<«• 

Soit ABCDE le polygone donné. Tirez d'abord 
la' diagonale CE , qui retranche le triangle GDEj pac 
le point D menez DE parallèle à CE fusqll'à la ren- 
contre de AE prolongé';^ joignez CF , et le polygone 
ABCQE sera équivalent au polygone ABCF qui a un 
côté de moins. . * .. 


, Digitized by Google 




lOO 


CBOMÉTHIB. 

Car les triangles CDE, CFE, ont la base commune' 
CE ; ils ont aussi même hauteur , puisque leurs som* 
mets D , F , sont situés sur une ligne DF parallèle à la 
base; donc ces triangles sont équivalents. Ajoutant 
de part et d'autre la figure ABCE , on aura d’un côté 
le polygone AUCDE, et de l’autre le polygone ABCF, 
qui seront équivalents. 

On peut pareillement retrancher l’angle B en substi- 
tuant au triangle ABC le triangle équivalent AGC, et 
ainsi le pentagone ABDE sera changé en un triangle 
équivalent GCF. 

Le même procédé s’appliquera à toute autre figure; 
car en diminuant d’un à chaque fois le nombre des 
côtés , on finira par tomber sur le triangle équivalent. 

Scholie. On a déjà vu que tout triangle peut être 
fi- changé en un quarré équivalent * , ainsi on trouvera 
toujours un quarré équivalent à une figure rectiligne 
donnée; c’est ce qu’on appelle quarrer la figure recti- 
ligne, ou en trouver la quadrature. 

Le problème de la quadrature du cercle consiste à 
trouver un quarré équivalent à un cercle dont le <lia- 
mètre est donné. 

PROBLEME XI. 

Faire un quarré qui soit égal à la somme ou 
à la dijfèrence de deux quarrés donnés. 

Soient A et B les côtés des quarrés donnés : 

>47- I” S’il faut trouver un quarré égal à la somme de 
ces quarrés, tirez les deux lignes indéfinies ED, EF à 
angle droit; prenez ED=A et EG=B, joignez DG, 
et DG sera le côté du quaixé cherché. 

Car le triangle DEG étant rectangle , le quarré fait 
sur DG est égal à la somme des quarrés faits sur ED 
et EG. 

a° S'il faut trouver un quarré égal à la différence 
des quarrés donnés, formez de même l’angle droit 
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FEH , prenez GE égal au plus petit de côtés A et B ; 
du point G, comme centre, et d’un rayon GH égal à 
l’autre côté, décrivez un arc qui coupe EH en H; je 
dis que le quarrc fait sur EH sera égal à la différence 
des quarrés faits sur les lignes A et B. 

Car le triangle GEH est rectangle , i’hypoténuse 
GH = A, et le côté GE=rBj donc le quarré fait sur 
EH, etc. 

SchoUe. On peut trouver ainsi un quarré égal à la 
somme de tant de quarrés qu’on voudra; car la con- 
struction qui en ré>Juit deux à un seul , en réduii-a 
trois à deux, et ces deux-ci à un, ainsi des autres. Il 
en serait de même si quelques-uns des quarrés devaient 
être soustraits de la somme des autres. 

PROBLÈME XII. 

Construire un quarré qui suit au quarré donné fig- «So. 
ABCD, comme la ligne M est à la ligne N. 

Sur la ligne indéfinie EG , prenez EF=M, et FG 
= N ; sur EG, comme diamètre, décrivez une demi- 
circonférence , et au point F élevez sur le diaiuétre la 
perpendiculaire FH. Du point H menez les cordes 
HG, HE, que vous prolongerez indéfiniment : sur la 
première prenez IIK égale au côté Aü «lu quarré 
donné , et par le point K menez Ki parallèle à ËG ; 
je dis que H1 sera le côté du quarré cherché. 

Car, à cause des parallèles Kl, GE, on a H1:HK: ; 

HE:HG; donc HI : HK :: HE ; HG : mais dans le 
triangle rectangle EHG *, le quarré de HE est au *i3.- 
quarré de HG comme le segment EF est au segment 

FG , ou comme M est à N, donc H1:HK:':M:N. . ” 

Mais HK=AB; donc le quarré fait sur H1 est au 
huarré fait sur AB comme M est à N, 
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PBOBLÂMB XIII. 

If. J 79. ' -Vm/ le côté FG, homologue à AB, décrire un 
polygone semblable au polygone ABCDE. 

Dans le polygone donné tirez les diagonales AC, 
AD : au point F faites l’angle GFH=BAG, et an 
point G l’angle FGH — ABC; les lignes FH, GH, se 
rouperont en H , et FGH sera un triangle .semblable 
à ABC : de même sur FH , homologue à AC , construi- 
sez le triangle FIH semblable à ADC, et sur FI, homo- 
logue à AD, construisez le triangle FIK, semblable à 
ADE. Le polygone FGHlKsera le polygone demandé , 
semblable à ABCDE. 

Car ces deux polygones sont composés d’un même 
nombre de triangles semblables et semblablement 
•*8. placés *. 

PBOBI.XIfB XIV. 

Deux figures semblables étant données, con- 
struire une figure semblable qui soit égale à leur 
somme ou à leur différence. 

Soient A et B deux côtés homologues des figures 
données , cherchez un qii.'irré égal à la somme ou à la 
«lilférence des quarrés faits sur A et B ; soit X le côté 
de ce quarré, X sera dans la figure cherchée le côté 
homologue à A et B dans les figures données. On 
construira ensuite la figure elle-même par le problème 
précédent. 

Car les figures semblables sont comme les quarrés 
des côtés homologues; or le quairé du côté X est égal 
à la somme ou à la différence des quarrés faits sur les 
côtés homologues A et B ; donc la figure faite sur le 
côté X est égale à la somme ou à la différence des 
figures semblables faites sur les côtés A et B. 
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PROBLKHR XV. 

Construite une figure semblable à une figure 
donnée , et qui soit à cette figure dans le rapfrort 
donné <if> M à N. 

Soit A un côté de la figure donnée, X le côté homo- 
logue dans la figure cherchée; il faudra que le quarré 
de X soit au quarré de A comme M est à N On troiu * 
vera donc X par le problème xii; connaissant X , le 
reste s’achèvei-a par le problème xiii. 

PBOBLèKB XTI. 

Construire une figure semblable à la figure P 
et équivalente à la figure Q. 

Cherchez le côté M du quarré équivalent à la figure 
P , et le côté N du quarré équivalen t à la figure Q. Soit 
ensuite X une quatrième proportionnelle aux trois 
lignes données M , N, AB ; sur le côté X , homologue 
à AB, décrivez une figure semblable i la figure P ; je 
dis qu'elle sera de plus équivalente à la figure Q. 

Car en appelant Y la figure faite sur le côté X , on 
- • » 

aura P:Y AB:X; mais, par construction , AB:X;; 

M:N, ou AB:X::M:N; donc P:Y,:M;N. Mais on 
a aussi, par construction, M* = P et N’=Q; donc 
P:Y P:Q; donc Y=:Q; donc la figure Y est sem- 
blable à la figure P, et équivalente à la figure Q. 

PHOBI.B11E XVII. 

Construire un rectangle équivalent à un H- 
quarré donné C , et dont les côtés adjacents 
fassent une somme donnée AB. 

Sur AB, comme diamètre, décrivez une demi-cir- 
conférence , menez parallèlement an diamètre la ligne 
El) à une distance AD égale au côté du quarré donnéC • 
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. Du point £ , où la parallèle coupe la circonférence, 

. abaissez sur le diamètre la perpendiculaire EP' ; je dis 
que AF et FB seront les côtés du rectangle cherché. 

Car leur somme est égale à AB; et leur rectangle • 
* »3. AF X FB est égal au quarré de EF * , ou au quarré 
de AD; donc ce rectangle est équivalent au quarré 
donné C. 

Scholie. Il faut, pour que le problème soit possible; - 
que la distance AD n'excède pas le rayon , c'est-à-dire 
que le côté du quarré C n’excède pas la moitié de la 
ligne AB. 

VROBLÊIIE XVIII. 


*■ , ■ Constmire un rectangle équivalent à un quarré 
C , et dont les côtés adjacents aient entre eux la 
différence donnée AB. 

, Sur la ligne donnée AB , comme diamètre , décri- 

vez une circonférence; à l’extrémité du diamètre, 
menez la tangente AD égale au côté du quarré C : par 
le point D et le centre O tirez la sécante DE; je dis 
que DE et DF seront les côtés adjacents du rectangle 
demandé. 

Car i” la différence de ces côtés est égale au dia- 
mètre EF ou AB; a“ le rectangle DExDF est égal 

* Jo. à AD * ; donc ce rectangle sera équivalent au quarré 
donné C. 

rROBLBHB XIX. 


Ttouvei la commune mesure, s’ il y en a une 
entre la diagonale et le côté du quarré. 

Soit ABCG un quarré quelconque, AC sa diagonale. 

11 faut d’abord porter CB sur CA autant de fois 
qu'il peut y être contenu *, et pour cela soit décrit 
du centre C et du rayon CB le demi-cercle DBE : on 
* voit que CB est contenu une fois dans AC avec le 
* ie.stc AD, le résultat de la première opération est donc 
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le quotient i avec le reste AD, qu’il faut comparer 
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avec BC ou son égale AB. 

On peut prendre AF = AD, et porter réellement 
AF sur ABj on trouverait qu’il y est contenu deux 
fois avec un reste : mais comme ce reste et les suivants 
vont en diminuant , et que bientôt ils échapperaient 
par leur petitesse , ce ne serait là qu’un moyen méca- 
nique imparfait, d’où l’on ne pourrait rien conclure 
pour décider si les lignes AC, CB, ont entre elles ou 
n’ont pas une commune mesure : or il est un moyen 
très -simple d’éviter les lignes décroissantes , et de 
n’avoir à opéier que sur des lignes qui restent toujours 
de la même grandeur. 

En effet , l'angle ABC étant droit , AB est une tan- 
gente, et AE une sécante menée du même point, de 


f 


^ ‘ H ' . •> 


- Vv. 




/ i # 


•V’" 


\ 


sorte quon a * AD: AB :: AB:AE. Ainsi dans la se- *.3o. 


conde opération , où il s'agit de comparer AD avec AB» j, 
on peut, au lieu du rapport de AD à AB, prendre 
celui de AB à aE : or AB ou «on égale CD est conte- 
nue deux fois dans AE avec le reste AD ; donc le ré- 
sultat de la seconde opération est le quotient a avec 
le reste AD qu’il faut comparer à AB. 

La troisième opération , qui consiste à comparer AD 
avec AB , se réduira de même à comparer AB ou son 
égale CD avec AE , et on aura encore 2 pour quotient 
et AD pour reste. 

Delà on voit que l'opération ne sera jamais termi- 
née, et qu’ainsi il n’y a pas de commune mesure entrq v' 
la diagonale et le côté du quarré : vérité qui était déjà 
connue par l’arithmétique ( puisque ces deux lignes 
sont entre elles :: t/ a : i)*, mais qui acquiert un ‘ 
plus grand degré de clarté par la résolution géo- 
> métrique. . 

Scholie. Il n’est donc pas possible non plus de 
trouver en nombres le rapport exact de la diagonale 
au côté du quarré J mais on peut en approcher tant 










i 



T* ■<> 

-.Si jiS- 





>1 









lüfl bCOUBTAlB. 

qu’on voudra au moyen de la fraction continue qui 
est égale à ce rapport. La première opération a 
donné pour quotient i ; la seconde et toutes les autres 
à l’infini donnent a : ainsi la fraction dont il s’agit 
est 1 ■ 


^ , • I» c • 

. ’ ^7-1- etc. a 1 infini. 

Par exemple , si on calcule cette fraction jusqu’au 
quatrième terme inclusivement , on trouve que sa 
valeur est i || ou ; de sorte que le, rapport appro- 
clié de la diagonale au côté du quarré est 4t : 39. 
On trouverait un rapport plus approché en calculant 
un plus grand nombre de termes. ' 
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LES POLYGONES RÉGULIERS, 

RT LA MESURE DU CERCLE. - 

OPPINITION. ^ 

TTn polygone qui est à la fois équiangle et équilatéral, 
s’appelle polygone régulier. 

Il y a <les polygones réguliers de tout nombre de 
côtés. Le triangle équilatéral est celui «le trois côtés ; 
et le quarré, celui de quatre. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

V * 

THÉORàlIB. /. 

Deux polygones réguliers d’un même nombre 
de côtés sont deux figures semblables. 

Soient , par exemple, les deux hexagones réguliers Bg. i5s. 
ABCDEF , abcdef j la somme des angles est la même 
«lans l’une et dans l’autre figure} elle est égale à huit 
angles droits *. L’angle A est la sixième partie de * aS, i. 
cette somme aussi bien que l’angle a; donc les deux 
angles A et a sont égaux; il en est par conséquent de 
même des angles B et ô, des angles C et c, etc. 

De plus , puisque par la nature de ces polygones 
les côtés AB, BC, CD, etc. , sont égaux, ainsi que ab, 
bc y cd , etc., il est clair qu’on a les proportions AB: 
ab :: BC:^c :: CD:cd, etc. ; donc les deux figures dont 
il s’agit ont les angles égaux et les côtés homologues 

•. proportionnels ; donc elles sont .semblables *. •déf. ». 

ÜT. ï. 
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Corollaire. Les périmètres de deux polygones ré- 
guliers d’un même nombre de côtés sont entre eux 
comme les côtés homologues, et leurs surfaces sont 
comme les quarrés de ces mêmes côtés*. 

Scholie. L’angle d’un polygone régulier se déter- 
mine par le nombre de ses côtés comme celui d'un 
*“» *■ polygone équiangle *. 

PROPOSITION IL 

TRBORâHE. 

Tout polygone régulier peut être inscrit flans 
le cercle, et peut lui être circonscrit. 

Soit ABCDE, etc. , le polygone dont il s’agit, ima- 
ginez qu’on fasse passer une circonférence par les 
trois points A, B , G; soit O son centre, et OP la per- 
pendiculaire abaissée sur le milieu du côté BC: joignez 
AOetOD. 

Le quadrilatère OPCD et le quadrilatère OPBA 
peuvent être superposés : en effet le côté OP est com- 
mun , l’angle OPCmOPB, puisqu’ils sont droits; 
donc le côté PC s’appliquera sur sou égal PB , et le 
point C tombera en B. De plus, par la nature du 
polygone, l’angle PCDr=PBA, donc CD prendra la 
direction BA, et puisque CD= BA, le point D tom- 
bera en A, et les deux quadrilatères coïncideront en- 
tièrement l'un avec l’autre. La distance OD est donc 
égale .à AO , et par conséquent la circonférence qui 
passe par les trois points A, B, C, passera aussi par 
le point D : mais, par un raisonnement semblable, 
on prouvera que la circonférence qui passe par les 
trois sommets B , C, D, passera par le sommet sui- 
vant E, et ainsi de suite; donc la même circonfé- 
rence qui passe par les points A, B, C, passe par tous 
les sommets des angles du polygone, et le polygone 
est inscrit dans cette circonférence. 
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En second lieu , par rapport à cette circonférence» 
tous les côtés AB , BC , CD , etc., sont des cordes égales; 
elles sont donc également éloignées du centre*; donc 
si du point O , comme centre, et du rayon OP , on 
décrit une circonférence , cette circonférence tou- 
chera le côté BC et tous les autres côtés du polygone , 
chacun dans son milieu, et la circonférence sera in- 
scrite dans le polygone , ou le polygone circonscrit à 
la circonférence. 

Scholie I. Le point O , centre commun du cercle 
Inscrit et du cercle circonscrit , peut être regardé 
aussi comme le centre du polygone , et par cette raison 
on appelle angle au centre, l’angle AOB formé par 
les deux rayons menés aux extrémités d’un même 
côté AB. 

Puisque toutes les cordes AB , BC , etc. , sont égales» 
il est clair que tous les angles au centre sont égaux, 
et qu’ainsi la valeur de chacun se trouve en divisant 
quatre angles droits par le nombre des côtés du po- 
lygone. 

Scholie II. Pour inscrire un polygone régulier d’un 
certain nombre de côtés dans une circonférence don- 
née, il ne s’agit que de diviser la circonférence en 
autant de parties égales que le polygone doit avoir do 
côtés ; car, les arcs étant égaux, les cordes AB , BC, 
CD, etc., seront égales; les triangles ABO, BOC, 
COD , etc. , seront égaux aussi , parce qu’ib sont équi* 
latéraux entre eux ; donc tous les angles ABC , BCD» 
CDE , etc., seront égaux; donc la figure ABCDE, etc.» 
sera un polygone régulier. 

PROPOSITION III. 

PROBLKllB. 

Inscrire un quarré dans une circonférence 
donnée. 




( lO 


CËOM^tki K. 

Tirez deux diamètres AC, BD, cjui se coupent à 
angles droits ; joignez les extrémités A , B, C , D , et la 
figure ABCD sera le quarré inscrit : car les angles 
AOB , BOC , etc. , étant égaux , les cordes AB , BC , etc., 
sont égales. 

Scholie. Le triangle BOC étant rectangle et isoscèle , 
*11.3. on a *BC:BO:: y' a; i ; donc le côté du quarré inscrit 
est au rayon comme la racine quarrée de a est h 
l'unité. 

PROPOSITION IV. 

. PROBLÈME. 

Inscrire un hexagone régulier et un triangle 
équilatéral dans une circonfétence donnée. 
pfiS. Supposons le problème résolu, et soit AB un côté 
de l'hexagone inscrit; si on mène les rayons AO, OB , 
je (lis que le triangle i\OB sera équilatéral. 

Car l'angle AOB est la sixième partie de quatre an- 
gles droits ; ainsi en prenant l’angle droit pour unité , 
on aura AOB = |=f : les deux autres angles ABO , 
BAO, du même triangle valent ensemble a — f ou j ^ 
et comme ils sont égaux , chacun d’eux = j ; donc le 
triangle ABO est équilatéral ; donc le côté de l’hexa- 
gone inscrit est égal au rayon. 

'' ■ Il suit de là que pour inscrire un hexagone régu- 
lier clans une circonférence donnée , il faut porter le 
rayon six fois sur la circonléience , ce qui ramènera 
au même point d'où on étiit parti. 

! . ' . ’ ■L'he'x'agbné ABCDEF étant inscrit , si l’on joint leâ 

. sommets des angles alternativement,, oh formera le 
■ triangle équilatéral ACE. 

Scko/ie.h» figure A8C0 est un parallélogramme et 
^mènie un losange, puisque • AB =BC =CO r= AOj 

.. >, 4 , !.. donc *'la soqiuié des quarrés des diagonales AC-I- 
BO, est égale à la' somme des quarrés des côtés, 
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laquelle est 4 AO ou 4 > retranchant <le part et 

(l’autre BO , il restera AC=:3 BO ; donc AC;BO.: 

3:i, ou AC:BO:: l/3:i ; donc^/c côté du, triangle 
équilatéral inscrit est au rayon comme la racine 
<^uarrée de 3 est a l'unité. 

PROPOSITION V. 

- pnoBLâiiB. 

Inscrire dans un cercle donné un décagone 
régulier, ensuite un pentagone et un pentcdè- 
cagone. 

Divisez le rayon .AO en moyenne et extrême raison fg. 1 .^ 9 . 
au point M * , prenez la corde AB égale au plus grand 
segment OM, et AB sera le côté du décagone régulier 
qu’il faudra porter dix fois sur la circonférence. 

Car en joignant MB, on a par construction AO; 
OM::OM:AMj ou, à cause de AB=üM, AO:AÜ 
::AB:AM; donc les triangles ABO, AMB, ont uii 
angle commun A compris entre côtés proportionnels} 
donc ils sont semblables *. Le triangle OAB est isos- •»o, 3. 
cèle , donc le triangle AMB l’est aussi, et on a AB= 

BM d’ailleurs AB=OM} donc aussi MB = OM; 
donc le triangle BMO est isoscèle. 

L angle AJVIB, extérieur au triangle isoscèle BlVlO » 
est double de l’intérieur O*} or l'angle AMBî=M AB i 
' donc le. triangle OAH est tel- que. çjjacun des angles.^ ; . . 

.la basé ,‘ pÂB’ûu OBA, est*double.de l’angle au soni“ 
met O; donc les trois angles du triangle valent cinq 
fois l’aligle O-, et ainsi l’angle* O est' la cinquième ^ 
partie de deux" angles drftits , ou la dixième de qua— • 

ire i donc l’arc AB est la dixième partie de la cir- 
conférence, et la <:orde .AB est. le côté du décagone . • 

régulier. ' . ' . ’ “ . . 
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Corollaire I. Si on joint de deux en deux les sommeU ^ 
du décagone régulier, on formera le pentagone régu- 
lier ACEGI. 

Corollaire II. AB étant toujours le côté du déca- 
gone, soit AL le côté de l’iiexagone; alors l’arc BL 
sera, par rapportais circonférence, 7 — — out^; doite • ^ 
la corde BL sera le côté du pentédécagone ou poly- 
goncrégulier de i 5 côtés. On voit en même temps- 
que l’arc CL est le tiers de CB. 

Scholie. Un polygone régulier étant inscrit, si on 
' divise les arcs sous-tendus par ses côtés en deux par- 

ties égales , et qu’on tire les cordes des demi-arcs 
celles-ci formeront un nouveau polygone régulier 
. ' d'un nombre de côtés double : ainsi on voit que le 
. r - qiiarré peut servir à inscrire successivement les po- 
, lygones réguliers de 8 , 16 , 3 a , etc. , côtés. De même 
hexagone servira à inscrire les polygones réguliers 
de I a , a4 , 4^ > ^tc. , côtés ; le décagone , des polygones 
de ao, 40| 80? etc., côtés; le pentédécagone, des 
polygones de 3 o, 60, lao, etc., côtés (i). 

PROPOSITION VI.. 

. > 

, r , , , , 

PROBLÔHE. 

f - 

Bg. i8o. Etant tlonné le polygone régulier inscrit 
ABCD, etc.', circonscrire à la même circonfé- 
rence un polygone semblable. 

(i) On s cru long-temp* que ceà polygones étaient les seuls 
qui pussent être inscrits par les procédés de la géométrie élé- 
mentaire, ou , ce qui revient au même, par la résolution des 
équations du premier et dn second degré : mais M. Ganu •' 
prouvé , dans un onvrage intitulé />û;iiùinone> 
ùtr , 1801, qu’on peut inscrire par de semblables moyens lé po- 
lygone régulier de dix-aept côtés, et en général celai de - 

côtés, pourvu qne soit un nombre premiers . 
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Au {luiiitT, milieu de l'arc AB,inenex la tangente GM , 
qui sera parallèle à AB*; faites la même chose au milieu • io. 3. 
de chacun des autres arcs BC, CD, etc.; ces tangentes 
Tonneront par leurs intersections le polygone régulier 
circonscritGHIK, etc., semblable au polygone inscrit. 

M est aisé de voir d'abord que les trois points O, 

B, H , sont en ligne droite, car les triangles rectan- 
gles OTH, OHN, ont l'hypoténuse commune OH, et 
le côté OT=ON; donc ils sont égaux *; donc * 18,1. 
l’angle TOH = HON , et par conséquent la ligne OH 
I passe par le point B milieu de l’arc TN : par la même 
raison le point I est sur le prolongement de OC, etc. 

Mais, puisque GH est parallèle à AB et HI à BC, 
l’angle GHl=ABC *; de même H 1 K. = BC 0 , etc. *aB, i. 
donc les angles du polygone circonscrit sont égaux 
à ceux du polygone inscrit. De plus , ü cause de ces 
mêmes parallèles, on a GH:AB::OH:OB, et HI; 
BG::OH:OB; donc GH: AB :: HI:BG. Mais AB = 
BC,doncGH = HI. Par la même raison HI=IK, etc.; 
donc les côeés du polygone circonscrit sont égaux 
entre eux; donc ce polygone est régidier et semblable 
au polygone inscrit. 

Corollaire I. Réciproquement , si on donnait le 
polygone circonscrit GHIK, etc. , et qu’il fallût tracer 
par son moyen le polygone inscrit ABC, etc., on 
voit qu’il suffirait de mener aux sommets G, H , I, etc. ^ 
du polygone donné les lignes OQ, OH, etc. , qui ren- 
contreraient la circonférence aux points A, B, C, etc.; 
on joindrait ensuite ces points par les cordes AB , 

BC, etc., qui formeraient le polygone inscrit. On 
pourrait aussi , dans le même cas , joindre tout sim- 
plement les points de contact, T, N, P, etc., par les 
cordes TN, NP, etc., ce qui formerait également un 
polygone inscrit semblable au circonscrit. 

Corollaire II. Donc on peut circonscrire à un 

8 
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cercle donné tous les polygones réguliers (^u on «dl 
inscrire dans ce cercle, et réciproquement. 

PROPOSITION VII. 

THÉOBéliB. V 

L’aire d'un polygone régulier est égale à son 
périmètre multiplié par la moitié du rayon du 

cercle inscrit. . \ 

lig. lOo. Soit, par exemple, le polygone régulier GHIK, etc. , 
le triangle GOH a pour mesure GH X 7OT, le triangle 
OHI a pour mesure HIXtON : mais ON =.Or} 
donc les deux triangles réunis ont pour mesure 
(GH + HI) X7OT. En continuant ainsi pour les 
autres triangles, on verra que la somme de tous Ips 
triangles, ou le polygone entier a pour mesuré -la 
somme des bases GH , HI , IR, etc. , ou le périmètre 
du polygone, multiplié par^OT, moitié du rayon du 

cercle inscrit. . * t - ' 

ScholU. Le rayon du cercle inscrit OT n’est autre 
chose que la perpendiculaire abaissée du centre sur 
un des côtés ; on l’appelle quelquefois XapothêtM .àn 
polygone. . ... 

- . , proposition yiii. - i. 

. r 

THEOEÂME. 

4 cf périmètres des polygones réguliers <Tun 
même nombre de côtés sont comme les rayoru 
des cercles circonscrits , et aussi comihe ^ tayons 
des cercles inscrits; leurs surfaces sont comme 

'quairés de ces mêmes rajoru. i 

Cj.iSi. Soit AB un côté de l’un des polygones dont il 
s’agit, O son centre, et par conséquent OA le rayon 
du cerclé circonscrit , et OD , perpendiculaire sur A 3 > 
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le rayon du cercle inscrit; soit pareillement ab le 
côté d’un autre polygone semblable, o son centre, 
oa et od les rayons des cercles circonscrit et inscrit. 
Les périmètres des deux polygones sont entre eux 
comme les côtés AB et ab; mais les angles A et a sont 
égaux comme étant chacun moitié de l’angle du po- 
lygone; il en est de même des angles B et b; donc les 
triangles ABO, nôo, sont semblables, ainsi que les 
triangles rectangles MX) ^ ado; donc AB:rtô:;AO: 
ao’.\ DO:do; donc les périmètres des polygones sont 
entre eux connue les rayons AO , do , des cercles cir- 
conscrits, et aussi comme les rayons DO, do, des 
cercles inscrits. 

Les surfaces de ces mêmes polygones sont entre 
elles comme les quarrés des côtés homologue^ AB ab; 
elles sont par conséquent aussi comme les quarrés des 
rayons des cercles circonscrits AO, ao , ou comme les 
quarrés des rayons des cercles inscrits OD, od. 

PROPOSITION IX. 

LSHMB. 

Toute li^ne combe ou polygone qui enveloppe 
d'une extrémité à Vautre la ligne convexe A MB 
est plus longue que la ligne enveloppée AMB. 

Nous avons déjà dit que par ligne convexe nous 
entendons une ligne courbe ou polygone, ou en par- 
tie courbe et en partie polygone, telle qu’une ligne 
droite ne peut la couper en plus de deux points. Si la 
ligne AMB avait des parties rentrantes ou des sinuo- 
sités, elle cesserait d’être convexe, pai-ce qu’il est aisé 
de voir qu’une ligne droite pourrait la couper en plus 
de deux points. Les arcs de cercle sont essentielle- 
ment convexes; mais la proposition dont il s'agit main- 
tenant s'étend à une ligne quelconque qui remplit la 
condition exigée. 
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Cela posé, si la ligne AftlB nest pas plus petite ijuo 
toutes celles qui l’enveloppent, il existera parmi ces 
dernières une ligne plus courte que toutes les autres, 
laquelle sera plus petite que AMB, ou tout au plus 
égale à AMB. Soit ACDEB cette ligne enveloppante ; 
entre les deux lignes menez par-tout où vous voudrez 
la droite PQ, qui ne rencontre point la ligne AMB, 
ou du moins qui ne fasse que la toucher; la droite PQ 
est plus courte que PCDEQ; donc, si à la partie 
PCDEQ on substitue la ligne droite PQ, on aura la 
ligne enveloppante APQB plus courte que APDQB 
Mais, par hypothèse, celle-ci doit être la plus courte 
de toutes; donc cette hypothèse ne saurait subsister ; 
donc toutes les lignes enveloppantes sont plus longues 

que AMB. . ' , , » 

Scholic. On démontrera absolument de la meme 
manière qu’une ligne convexe et rentrante sur elle- 
même AMB, est plus courte que toute ligne qui l’en- 
velopperait de toutes paru, soit que la ligne envelop- 
pante FHG touche AMB en un ou plusieurs poinu. 
Soit quelle l’environne sans la toucher. 

PROPOSITION X. 

. LE MM B. 

Deux circonférences concentriques étatit àon- 
nées, on peut toujours inscrire dans laplus grande 
un polygone régulier dont les côtés ne rencontrent 
pas la plus petite y et on peut aussi circonscrire à 
laplus petite un polygone régulier dont les côtés 
ne rencontrent pas la grande ; de sorte que dans 
l’un et dans l’autre cas les côtés du ^Ijrgone dé- 
crit seront renfermés entre les deux circonférences. 

Se t*\. Soient CA, CB , les rayons des deux circonférences 
données. Au point A menez la Ungente DE termi- 
née à la grande circonference en U et E : inscrivez 

I 
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dans la grande circonférence l’un des polygones ré- 
guliers qu'on peut inscrire par les problèmes précé- 
dents, divisez ensuite les arcs soits-tendus par les 
côtés en deux parties égales , et menez les cordes des 
demi-arcs ; vous aurez un polygone régulier d’un 
nombre de côtés double. Continuez la bissection des 
arcs jusqu’à ce que vous parveniez à un arc plus petit 
que DBE. Soit MBN cet arc ( dont le milieu est siip- 
po.sé en B); il est clair que la corde MN sera plus - 
éloignée du centre que DE, et qu’ainsi le polygone 
régulier dont MN est le côté ne saurait rencontrer la 
circonférence dont CA est le rayon. 

Les mêmes choses étant posées, joignez CM et CN 
qui rencontrent la tangente DE en P et Q; PQ sera le 
côté d’un polygone circonscrit à la petite circonfé- . 
rence, semblable au polygone inscrit dans la grande, 
dont le côté est MN. Or il est clair que le polygone 
circonscrit qui a pour côté PQ, ne saurait rencon- 
trer la grande circonférence, puisque CP est moindre 
que CM. 

Donc , par la même construction , on peut décrire 
un polygone régulier inscrit dans la grande circon-' 
férence, et un polygone semblable circonscrit à la 
petite, lesquels auront leurs côtés compris entre les 
deux circonférences. 

.Scholie. Si on a deux secteurs concentriques FCG, 
ICH, on pourra de même inscrire dans le plus grand , 
une portion de polygone régulier, ou circonscrire au 
plus petit une portion de polygone semblable, de sorte 
que les contours des deux polygones soient compris 
entre les deux circonférences : il suffira de diviser 
l’arc FBG successivement en 2, 4 ^ 8 , 16, etc., partie^ 
égales, jusqu’à ce qu'on parvienne à une partie plus 
petite que DBE. 

Nous appelons ici portion de polygone régulier la 
figure terminée par une suite de cordes égales inscrites 

' ■ • ■ • , i ' 
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dans l'arc FG d’une extrémité à l’autre. Cette portion 
a les propriétés principales des polygones réguliers, 
elle a les angles égaux et les côtés égaux , elle est à la 
fois inscriptible et circonscriptible au cercle; cepen- 
dant elle ne ferait partie d’un polygone régulier pro- 
prement dit, qu’autant que l’arc sous-tendu par un'" 
de ses côtés serait une partie aliquote de la circon- 
férence". 

PROPOSITION XI. . • 

... . THéo BBMB. s 

Les circonférences des cercles sont entre elles 
comme les rayons', et leurs suif aces comme les 
quarrés des rayons. 

t|. itfs. Désignons, pour abréger, par eirc. C.\ la circon- 
férence qui a pour rayon CA; je dis qu’on aura , 
f/rc. CA :c/re. OB :: CA : OB. 

Car, St cette proportion n’a pas lieu, CA sera à 
OB comme cire. CA est à un quatrième terme plus 
grand ou plus petit que este. OB : supposons-lc plus 
petit, et soit, s’il est possible, CA:OB;;wrr. CA: 
cire. OD. 

Inscrivez dans la circonférence dont OB est le rayon 
un polygone régulier EFGKLE, dont, les côtés ne 
rencontrent point la circonférence dont OD est le 

♦ ,o. rayon *; inscrivez un polygone semblable MNPTSM 

dans la circonférence dont CA est le rayon. 

^ Cela posé, puisque ces polygones sont semblables, 

leurs périmètres MNPSM, EFGKE sont entre eux 

• 8. comme les rayons CA , OB , des cercles circonscrits *, 

et on aura MNPSM : EFGKE :: CA : OB ; mais, 
par hypothèse, CA : OB .: cire. CA : cire. OD; donc 
MNPSM : EFGKE :: cire. CA ; cire. OD. Or, cette 
proportion est impossible, car le contour MNPSM 
est moindre que cire, CA *, et au contraire EFGKE 
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e«t plus gi-aml que cire. OD; donc il est impossible ■ ' 
que GA soit à OB comme cûv. CA est à luie circonfé- 
rence plus petite que cire. OB, ou, en ternies plus 
généraux, il est impossible qu’un rayon soit à un 
rayon comme la circonférence décrite du premier 
rayon est à une circonférence plus petite que la cir- 
conférence décrite du second rayon. 

De là je conclus qu’on ne peut avoir non plus, GA 
est à OB comme cire. CA est à une circonférence 
plus grande que cire. OB ; car si ccla était, on aurait, 
en renversant les ^rapports : OB est à CA comme une 
circonférence plus grande que cire. OB est à cire. CA, 
ou , ce qui est la même chose , comme cire. OB est A 
une circonférence plus petite que cire, CA; donc un 
rayon serait à un rayon comme la circonférence dé- 
crite du premier rayon est à une circonférence plus 
petite que la circonférence décrite du second rayon, 
ce qui a été démontré impossible. 

Puisque le quatrième terme de la proportion CA: 

OB::«rc. CA:X ne peut être ni plus petit ni plus 
grand que cite. OB, il faut qu’il soit égal à circ. OB; -.«• , 
donc les circonférences des cercles sont entre elles 
comme les rayons. - ' 

Un raisonnement et une construction entièrement 
semblables serviront à démontrer que les surfaces 
des cercles sont comme les quarrés de leurs rayons. 

Nous n’entrerons pas tians d'autres détails sur cette 
proposition , qui d'ailleurs est un corollaire de la sui- 
vante. 

Corollaire. Les arcs semblables AB , DE , sont 6g. t«6. 
comme leurs rayons AC, DO, et les secteurs sembla- 
bles ACB , DOE , sont comme les quai rés de ces mêmes . .. 

rayons. » 

Car, puisque les arcs sont semblables, l’angle C 
est égal à l’angle O*; or l'angle C est à quatre angles • iH.3, 
droits comme l’arc AB est à la circonférence entière . 
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* * 7 * a* décrite du rayon AC *, et l'angle O est à quatre angles 
droits comme l’arc DE est à la circonférence décrité 
du rayon OD; donc les arcs AB, DE, sont entre eux 
comme les circonféiences dont ils font partie : ces cir*^ 
conférences sont comme les rayons AC, DO, donc 
arc AB : arc DE : : AC : DO. 

Par la même raison les secteurs ACB, DOE, sont 
comme les cercles entiers , ceux-ci sont comme les 
quarrés des rayons ; donc sect. ACB : sect. DOE : 

Âc‘:DO. 

PROPOSITION Xll. 

THKORBMB. 

■> 

Vcùre du cercle est égale au produit de sa 
circonférence par^la moitié du rayon.- , .* î-c 
Désignons par surf. CA la surface du cercle dont le 
rayon est CA; je dis qu’on aura stuj. CA=7CAx . 
«TC. CA. ' 

*s- *78 Car si 7 CA X cùc. CA n’ést pas l’aire du cercle dont 
' GA est le rayon, cette quantité sera la mesure d'un 
cercle plus grand ou plus petit. Supposons d’abord, 
qu’elle est la mesure d’un cercle plus grand, et soit, 
s’il est possible, 7 CA x cire. Ck=sur/. CB. " ' 
Au cercle dont le rayon est CA circonscrivez un 
polygone régulier DEFG, etc. , dont les côtés ne ren- 
* 10. contrent pas la circonférence qui a CB pour rayon*; 

]a surface de ce polygone sera égale à son contour 
•>’7* DE -H EF -f- FG -h etc. multiplié par^AC’tmais le 
contour du polygone est plus grand que la circon-' 
férence inscrite, puisqu’il l'enveloppe de toutes parts ; 
donc la surface du polygone DEFG, 'etc., est plus 
grande que AC X cire. AC , qui, par hypothèse , est la 
' mesure du cercle dont CB est le rayon ; donc le poly- 
• gone serait plus grand que le cercle. Or au contrairey, 1 
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U e«t plus petit , puisqu’il y est contenu j donc il est 
impossible que CA X cire. CA soit plus grand que 
surf. CA, ou, en d'autres termes, il est impossible que 
la circonférence d’un cercle midtipliée par la moitié 
de son rayon soit la mesure d’un cercle plus grand. 

Je dis en second lieu que le même produit ne peut 
être la mesure d’uii cercle plus petit; et, pour ne pas 
changer de figure, je supposerai qu’il s’agit du cercle 
dont CB est le rayon ; il faut donc prouver que { CB 
X cire. CB ne peut être la mesure d’un cercle plus 
petit, par exemple, du cercle dont le rayon est CA- 
En effet, soit, s’il est possible, ^CBxciirc. CB =:= 
sur/. CA. 

Ayant fait la même construction que ci-dessus, la 
surface du polygone DEFG , etc. y aura pour mesure 
(DE -h EF -f- FG -4- etc.) X -;CA; mais le contour 
DE + EF FG + etc., est moindre que cire. CB 
qui l’enveloppe de toutes parts; donc l'aire, du poly- 
gone est moindre que 7 CA X c/rc. CB , et à plus forte 
raison moindre que 7 CB x cire. CB. Cette derniere • 
quantité est, par hypothèse, la mesure du cercle dont 
CA est le rayon ; donc le polygone serait moindre ^ 
que le cercle inscrit, ce qui est absurde; donc il est 
impossible que la circonférence d'un cercle, multi- 
pliée par la moitié de son rayon , soit la mesure d’un 
cercle plus petit. 

Donc enfin la circonférence d’un cercle multipliée 
par lu moitié de son rayon est la mesure de ce même • 
cercle. 

Corollaire 1 . La surface d'un secteur est égale à l'arc fîg. iM. 
de ce secteur multiplié par la moitié du rayon. 

Car le secteur ACB est au cercle entier comme 
l’arc A 3 IB est à la circonférence entière .ABD”, ou *17,1. 
comme AMBxiAG est à ABDX7AC. Mais le cercle 
enlier=ABD X 7AC; donc le secteur ACB a pour 
mestu-e AMBX7 AC. ' 
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< -Corollaire il. Appelons la circônlerence dont te 
diamètre est lunité; puisque les circonfërencM sofi 
comme tes rayons ou comme les diamètres, on pourra 
faire cette proportion : le diamètre i est à sa ciccbnf» 
rence « comme le diamètre aCA est à la circonfé* 
renee qui a pour rayon CA; de sorte qu’on aura 
. I aCA : cm. GA; donc cire. GA = a tr X GA. 
AfuUipliant de part et d’autre par { CA, on aura 

7CA X cire. CA = ff X CA, ou sur/. C\ = v. CA; 
donc la surface d'un cercle est égale au produit du 
quarrè de son rayon par le nombre constant tz, qui 
représente la circonférence dont le diamètre est i ou 
le rapport de la circonférence au diamètre. 

' Pa rcillement la .surface du cercle qui a pour rayon 

OB sera égale à X OB ; or x x CA : n X OB : ; 

■ a ■ ■ a 

CA : OB ; donc Tes surjaces des cercles sont entre elles 
Comme les quarrès de leurs rayons , ce qui s'accorde 
avec le théorie précédent, 

SehoUe. Nous avons déjà dit que le problème delà 
quadrature du cercle consiste àtronver un quarré égal 
en surface à un cercle dont le rayon est connu ; or ôn 
vient de prouver que le cercle est équivalent au rec- 
tangle fait sur la circonférence et la moitié du rayon , 
et ce rectangle se change en qnarré en prenant une 
moyenne proportionnelle entre ses deux dimensions*: 
ain.si le problème de la quadrature du cercle se ré- 
duit à trouver la circonférence quand on connaît le 
rayon , et pour cela il suffit de connaître le rapport 
do la circonférence au rayon ou au diamètre. 

Jusqu’à présent on n’a pu déterminer ce rapport 
que d'une manière .'approchée; mais l’approximation 
a été poussée si loin, que la connaissance du rapport 
exact n’aurait aucun avantage réel sur celle du rap- 
port approché. Aussi cette question , qui a beaucoup 
occupé les géomètres lorsque les méthodes d’approxi- 
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cnation étaient moins connues, est niaiiilenant »elé> 
guée parmi les questions oiseuses dont il n'est permis 
de «'occuper qu’à ceux qui ont à peine les premières 
notions de géométrie. 

Archimède a prouvé qtie le rapport de la circon- 
férence au diamètre est compris entre 3 ^ et 
ainsi ou Y est une valeur déjà fort approchée du 
nombre que nous avons représente par et cette 
première approximation est fort en usage à cause de 
sa simplicité. Métius a trouvé pour le même nombre 
U valeur beaucoup plus approchée Enfin la va- 
leur de TT, développée jusqu’.i un certain ordre de 
décimales, a été trouvée par d’autres calculateurs 
3 , 1 4 1592653589793a, etc., et on a eu la patience de 
prolonger ces décimales jusqu’à la cent vingt>septièmc 
ou même jusqti'à la cent*quarnntième. Il est évident 
qu’une telle approximation équivaut à la vérité, et 
qu’on ne connaît pas mieux les racines des puissances 
imparfaites. , 

On expliquera, dans les problèmes suivants, deux 
des méthodes élémentaires les plus simples pour obte- 
nir ces approximations. 

PROPOSITION XIII. 

PROBLêlIE. 

. Étant données les surfaces d’un polygone ré- 
gulier inscrit et d’un polygone semblable cir- 
conscrit^ trouver les surjaces des polygones ré- >-' * • 
guliers inscrit et circonscrit d’un nombre de côtés 
double. 

Soit AB le côté du polygone donné inscrit, EF *s 
parallèle à AB, celui du polygone semblable circon- 
scrit, C le centre du cercle; si on tire la corde AM et . 

,les tangentes AP, BQ, la corde AM sera le côté du . ; 
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polygone inscrit d’un nombre de côtés double, et 
PQ dotd)le de PM sera celui du polygone semblable 
*. cmîonsrrit *. Cela posé, comme la môme construction 
aura lieu dans les difTcrcnts angles égaux à ACM, il 
suffit de considérer l’angle ACM seul, et les triangles 
qui y sont contenus seront entre eux comme les poly* 
gones entiers. Soit A la surface du polygone inscrit 
dont AB est un côté, B la surface du polygone sem- 
blable circonscrit. A' la surface du polygone dont 
AM est un côté. B' la surface du polygone semblable 
circonscrit; A et B sont connus, il s’agit de trouver 
A' et B'. 

1° Les triangles ACD, ACM , dont le sommet 
commun est A, sont entre eux comme leurs bases 
CD, CM; d’ailleurs ces triangles sont comme les po- 
lygones A et A' dont ils font partie; donc A: A':: 
CD:CM. Les triangles CAM, CME, dont le sommet 
Commun est M, sont entre eux comme leurs bases 
CA, CE; ces mômes triangles sont comme les poly- 
• gones A'et B dont ils font partie; donc A' :B::CA;CE. 
Mais à cause des parallèles AD, ME, bn a CD:CM:: 
CA: CE; donc A: A':: A': B; donc le polygone A', 
l’un de ceux que l’on cherche, est moyen propor- 
tionnel entre les deux polygones connus A et B, et on 

a par conséquent A'= t/A X B. 

2° A cause de la hauteur commune CM, le trian- 
gle CPM est au triangle CPR comme PM est à PE ; 
mais la ligne CP divisant en deux parties égales 
3 l’angle MCE, on a* PM: PE:: CM: CE:: CD: CA:: 
A: A'; donc CPM:CPE:: A: A', et par suite, CPM: 
CPM -P CPE, ou CME::A: A-^A^ Mais CMPA 
ou aCMP et CME sont entre eux comme les poly- 
gones B' et B dont ils font partie ; donc B' : B : : 
aA:A-J-A‘. On a déjà déterminé A'; cette nou- 
velle proportion déterminera B', et on aura B’ — 
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donc, au moyen des polygones A et B, il est 

facile de trouver les polygones A' et B' qui ont deux 
fois plus de cAtës. . - / 

PROPOSITION XIV. 

PXOBLâlfE. 

Trouver le rapport approché de la circonfé- 
rence au diamètre. 

Soit le rayon du cercle =i, le côté du quarré 
inscrit sera V^a*, celui du quarré circonscrit sera j*; 
égal au diamètre a ; donc la surface du quarré ins- 
crit= a, et celle du quarré circonscrit = 4 - Mainte- 
nant, si on fait A — 2 et B= 4 > on trouvera par le 
problème précédent l’octogone inscrit A'=v^8= 

a,8a84a7i , et l’octogone circonscrit 

3 , 3 i 3 yo 85 . Connaissant ainsi les octogones inscrit 
et circonscrit, on trouvera par leur moyen les po- 
lygones d’un nombre de côtés double ; il faudra de 
nouveau supposer A=a,8a84a7t, B= 3 , 3 i 37 o 85 , et 

on aura A'=l/ÂxB = 3 , 0614674 , et B' = ^^ 

,= 3,i8a5p79. Ensuite ces polygones de 16 côtés ser- 
viront à connaître ceux de 3 a, et on continuera ainsi 
jusqu’à ce que le calcul ne donne plus de différence 
entre les polygones inscrit et circonscrit, au moins 
dans l'ordre de décimales auquel on s’est arrêté, qui 
est le septième dans cet exemple. Arrivé à ce point, 
on conclura que le cercle est égal au dernier résultat , 
car le cercle doit toujours être compris entre le po- 
lygone inscrit et le polygone circonscrit; donc si 
ceux-ci ne diffèrent point entre eux jusqu’à un certain 
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ordre de décimales, le' cercle n’en difTérera pas noh 
plus jusqu’au même ordre. 

Voici le calcul de ces polygones prolongé jusqu’à 
ce qu’ils ne diffèrent plus dans le septième ordre de 
décimales. 


Ifoiubrû drt cdtés. 

Polygone inscrit. 

Polygone cîrcoosrrits 

4 

. 2,0000000 . 

.... 4>0000000 

8 

. 2,8284271 . 

.... 3,3187085 

16 

. 3,0614674 • 

— 3,1826979 

3 a . .-. . . 

. 3 , 1214451 . 

.... 3,1517249 

64 

. 3, 1365485 . 

.... 3,1441164 

128 

. 3 ,i 4 o 33 ii . 

.... 3,1422286 

256 

. 3,1412772 . 

.... 3,1417504 

5 i 2 

. 3 ,i 4 i 5 i 38 . 

.... 3 ,i 4 i 63 ai 

1024 . . . . . 

. 3,1416729 . 

; . . . 3 ,i 4 i 6 oa 5 

2048 

. 3,1415877 . 

.... 3 ,i 4 i 595 i 

4096 

. 3,1415914 . 

3,1415933 

819a ..... 

. 3,1415923 . 

3,1415928,.-: 

i 6384 

. 3 , 1415925 . 

3,1415927 

82768 

. 3,1415926 . 



De là je conclus que la surface du cercle = 
3 , 1415926. On pourrait avoir du doute sur la der- 
nière décimale à cause des erreurs qui viennent des' 
parties négligées; mais le calcul a été fait avec une 
décimale de plus, pour être sûr du résultat que nous 
venons de trouver jusque dans la dernière décimale. 

Puisque la surface du cercle est égale à la demi- 
cirooniéreiicc multipliée par le rayon, le layon étant 
1, la demi-circonférence est 3 , 1415926; ou bien le 
diamètre étant 1 , la circonférence est 3 , 1415926; 
donc le rapport de la circonférence au diamètre dé> 
' signé. ci-dess us par w=3,i4i5926. , 
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PROPOSITIOJN XV. 

LBHMB. 

Le triangle CAB est équivalent au triangle isoscèle UCEi 
qui a le même angle C , et dont le côté CE égal à CI) est 
moyen proportionnel entre CA et CB. De plus , si C angle 
CAB est droit, la perpendiculaire CF abaissée su’ a base 
du triangle isoscèle , sera moyenne proportionnelle entre le 
c6té CA et la demi-somme des côtés CA , CB. 

s ■ K4 

Car, 1 ° a cause de l'angle commun C, le triangle ABC est 
au triangle isoscèle DCE comme AC X CB est à I)C X CE , ou 

DC*^ donc ces 'triangles seront équivalents, siDC = AC 
XCB, ou si DC est moyenne proportionnelle entre AC 
et CB. ' > 

2 " La perpendiculaire CGF coupant en deux parties égales 
l'angle ACB, on a* AGiGB:: AC : CB, d'où rfisulte, compo- 
nendo , AG:AG-f-CB ou AB::AC: AC-J-CB^ mais AG 
est à AB comme le triangle ACG est au triangle ACB ou 
aCDF ; d'ailleurs, si l'angle A est droit, les triangles rectan* 
gles ACG, CDF, seront semblaBles, et donneront ACG; 

■ » ■ ■ a 

CDF AC: CF, donc 

Âc’: a CF:: AC: AC 4- CB. 

Multipliant le second rapport par AC, les antécédents de- 
viendront égaux, et on aura par conséquent aCF=ACX 
(AC 4- CB) , ou CF = AC X ( J» donc a" si , l’angle 

A est droit , la perpendiculaire CF sera moyenne propor- 
tionnelle entre le cAté AC et la di'mi-somme des côtés 
AC, CB. 

• PROPOSITION'XVi; ’ 

. X rnoBtâME. 

Trouver un cercle qui diffère aussi peu qu'on tsoudra tTun 
polygone régulier donné. 

Soit proposé , par exemple, le quairé B.MNP ; abaisses du 


fig- »;«■ 
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centre C la perpendiculaire CA sur le côte MB, et joigne* 
CB. 

Le cercle décrit du rayon CA est inscrit dans le quarré, 
et le cercle décrit dn rayon CB est circonscrit à ce même 
quarré; le premier sera pins petit que le quarré, le second 
sera plus grand ; mais il s’agit de resserrer ces limites. 

Prene* CD et CE égales chacune i la moyenne propor- 
tionnelle entre CA et CB , et joignez ED ; le triangle isoscèle 
Si. CDE sera équivalent an triangle CAB* ; faites de même poür 
chacun des huit triangles qui composent le quarré , vons 
formerez ainsi on octogone régulier équivalent an quarré 
BMNP. Le cercle décrit dn rayon (;F , moyen propor- 

, CA+CB . . 

bonnel entre CA et -, sera inscrit dans 1 octogone , et 

a 

'■ le cercle décrit dn rayon CD lui sera circonscrit. Ainsi le 
premier sera plus petit que le quarré donné et le second 
plus grand. 

Si on change de la même manière le triangle rectangle 
CDF en un triangle isoscèle équivalent, on formera par ce 
moyen nn polygone régulier de seize cêtés, équivalent an 
quarré proposé. Le cercle inscrit dans ce polygone sera plus 
petit que le quarré, et le cercle circonscrit sera plus grand. 

On peut continuer ainsi jusqu'à ce que le rapport entre 
le rayon do cercle inscrit et le. rayon du cercle circonscrit 
dÜTère aussi peu qu’on voudra de l'égalité. Alors l’un et 
l'antre cercle pourront être regardés comme équivalents au 
quarré proposé. 

Scholie. Voici à quoi se réduit la recherche des rayons 
successifs. Soit a le rayon du cercle inscrit dans l'un des 
polygones trouvés, b le rayon dn cercle circonscrit an même 
|>olygone ; soient a' et b' les rayons semblables pour le po- 
lygone suivant qui a un nombre de côtés double. Suivant ce 
que nous avons démontré , bf est une moyenne proportion- 
nelle entre a et 6 , et a' est une moyenne proportionnelle 

< 7 * 4 ^ ■ 

entre a et ; de sorte qu’on aura et «'= 

Cl 

a^~b 

— - — ; donc les rayons a ei h d’un polygone étant 
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connnt, on êii conclut facilement les rayons à* et 6' du po- 
lygone suivant : et on continuera ainsi jusqu'à ce que la 
différence entre les deux rayons soit devenue insensible; 
alors l’un ou l’autre de ces rayons sera le rayon du cercle 
équivalent an qnarré ou au polygone proposé. , 

Cette méthode est facile à pratiquer en lignes , puisque 
elle se réduit à trouver des moyennes proportionnelles suc* 
ccssives entre des lignes connues ; mais elle réussit encore 
mieux en nombres , et c’est une des plus commodes que la 
géométrie élémentaire puisse fournir pour trouver promp> 
tement le rapport approché de la circonférence au diamètre. 
Soit le c6té du quarré = a , le premier rayon inscrit CA sera 
1 , et le premier rayon circonscrit CB sera \/a on i, 4 i 4 >i 36 - 
Faisant donc oz=i, 5 =i, 4 i 4 >>^« un trouvera V— 
1,189x071 , et a' = 1,0986841. Ces nombres servirontà 
calculer les suivants d’après la loi de continuation. . 

Voici le résultat du calcul fait jusqu'à sept ou huit chiffres 
par les tables de logarithmes ordinaires. 


Bayons des cercles circonscrits. _ Rajout des cercles inscrits. 


i, 4 i 4 >i 36 1,0000000.,' 

1,189x071 1,0986841- 

i,i 43 o 5 oo 1, 1x10863. 

i,i 3 xoi 49 1,1x65639. 

1,1x9x86a 1,1x79x57. 

i,ix86o63 1,1x8x657. 


Maintenant que la première moitié des chiffres est la 
même des deux côtés , on pourra , an lien des moyens géo- 
métriques , prendre les moyens arithmétiques, qui n’en dif* . 
fèrent que dans les décimales ultérieures. De cette manière 
l’opération s’abrège beaucoup, et les résultats sont ; 


1,1x84360 • 



1,1x83934 . 



1,1x838x7 • 



i,ix838oi 



1,1x83794 ., 



1,1x8379a • 




9 


iSb ‘ GBoMBTaili. 

Donc i,iaS^79« e»t i très -peu près )« rayon du eeccle 
égal en surface au quarrë dont le cdtè est a. De là il est fa- 
cile de trouver le rapport de la circonférence an diamètre : 
car on a démontré que la surface du cercle est égale au 
quarré de son rayon .multiplié par le nombre «; donc, si 
on divise la surface 4 paf le quarré de 1,1383793 , ou aura 
la valeur den, qui se trouve par ce calcul de 3,i4i£>936, etc., 
comme on Ta trouvée par une autre méthode. ; . 


APPENDICE AU LIVRE IV. 

I 

« D S P 1 N 1 T 1 O N 5. 

1. On appelle maximum la quantité la plus grande entre 
toutes celles delà même espèce; minimum la plus fietite. 

Ainsi le diamètre du cercle est un maximum entre toutes 
les lignes qui joignent deux points de la circonférence, et 
la perpendiculaire est un minimum entre toutes les droites 
menées d’un point donné à une ligne donnée. 

II. On appelle ligures isopérimètrts celles qui ont des pé- 
. rimètres égaux. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 


THBOBÊIIB. 

Enlrt tout ks triangks de meme base et de même péri- 
mètre , te triangk maximum est celui dans kquel kt deux 
côtés non déterminés sont égaux. ' 

I-7». Soit AC = CB , et AM -f- MB = AC -p CB; je dis que le 
triangle isoscële ACB est plus grand qne le triangle AMB 
qui a même base et même périmètre. 

Du point C, comme centre,, et du rayon CA = CB, dé- 
crivez une cireonfcrence qui reiu^ntre CA prolongé en D; 
joignez DB; et l'angle DBA, inscrit dans le demi -cercle, 

, S. sera un angle droit *. Prolongez la perpendiculaire DB vers 
. M , faites MPi:;= MB, et joignez AN. Enfin des points M et C . 
baissez MP et CG, perpendiculaires sur DN. Pnisqne CB 





r. » 

• Pigitized by C 


LlVBk It. lâl 

et) et MN == MB , on a AC 4- CB =: AD , el AM -J- MBr= 
AM 4- MN. Mai» AC 4- CB = AM 4- MB ; donc AD= AM 4- 
MN ; donc AD> AN : or li t'oblique ADeit plus grande que 
l’oblique AN , elle doit être ])lus éloignée de la peq>endicH- 
laire AB; donc ÜB > BN ; donc BG , qui est moitié de BU * , 
•era plus grande que BP moitié de BN.- Mai» les triangles 
ABC , ABM f qui ont même base AB , sont entre eux comme 
leurs hauteurs BG , BP; donc, puisqu'on a BG > BP, te'lii- 
angle isoscèle ABC est plus grand que le non-isoscète ABM 
de même base et de même périmètre. 


' la.i. 


~ PROPOSITION 11. 


THEOREME.' , ' 

a. •r'. - • 

Entre tous Us potys^nes isopéritnèlres el d’un mr'me 
nombre -de côtés, celui qui est un maximum a ües côtés 
s-gaux. ' ' 

Car soit ABCDEK le jtolygone i.na.rimUm ; si lé'cAle BC 
n’est |ias égal à CD, faites sur'la base BD- un triangle isos' 
cèle BOI) qui soit isopérimètre à BCD, le triangle BOD sera 
plus grand que BCD ‘ , et par conséquent le itolygone 
ABODËF sera plus grand que ABCDKF donc ce dernier 
ne serait pas le maximum entre tons ceux qui ont le même 
périmètre et le même nombre de càtés, ce qui est contre la 
supposition. On doit donc axoir BC = CD : on aura par la 
même raison CD — DE, DE= EP', etc. ; donc tous les côtés 
du polygone maximum sont égaux entre eux. . 


Ce- 


* pr. I . 


PROPOSITION lii. 


THBO ABMB. 


.wf #. -, . 

• • • V 


üe tous Us triangles Jonnsis avec deux côtés donnés fai- ' , ■ 

sam entre eux un angle à volonté , U maximum est celui 
dans Uquel Us deux côtés donnés font un angU droit. 

• Soient les deux triangles BAC, BAD, qui ont le côté AL 6g., x;;. 
commun, et le côté AC:^AD; ai l’angle BAC est droit, je 
dis que le triangle BAC sera plus grand que le triangle BAO> - . ' 
dans lequel l’angle en A est aigu ou obtus. 


V.. 4. 
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Car U base AB étant la même, les deux trianglet BAC, 
BAD , sont comme les hauteurs AC , DE : mais la per- 
pendiculaire DE est pins courte que l’oblique AD on son 
gale AC ; donc le triangle BAD est plus petit que BAC. 

PROPOSITION IV. , 

THÉOREM B. 

De tous les polygones formés avec des côtés donnés et un 
dernier à volonté, le maximum doit être tel que tous ses 
angles soient inscrits dans une demi- circoiférence dont le 
côté inconnu sera le diamètre. 

5. Soit ABCDEF le plus grand des polygones formés arec 
les côtés donnés AB, BC , CD, DE, EF, et un dernier AF 
A volonté ; tirez les diagonales AD , DF. Si l'angle ADF 
n’était pas droit, oa pourrait, en conservant les parties 
ABCD,DEF, telles quelles sont, augmenter le triangle 
ADF, et par conséquent le polygone entier, en rendant 
l'angle ADF droit , conformément à la proposition précé- 
dente; mais ce polygone ne peut plus être augmenté, puis- 
qu’il est supposé parvenu à son maximum; donc l'angle 
ADF est déjà im angle droit. 11 en est de même des angles 
ABF, ACF, AEF; donc tous les angles A, B, C,D, E,F, 
du polygone maximum sont inscrits dans une demi-circon- 
férence dont le côté indéterminé AF est le diamètre. 

Schotie. Celte proposition donne lieu à une question; sa- 
voir, s'il y a plusieurs manières de former un polygone avec 
des côtés donnés , et un dernier inconnu qui sera le diamètre 
de la demi-circonférence dans laquelle les autres côtés sont 
inscrits. Avant de décider cette question , il faut observer 
que si une même corde AB sous- tend des arcs décrits de 
dilTércnts rayons AC, AD, l'angle au centre appuyé sur 
cette corde sera le plus petit daus le cercle dont le rayon 
est le plus graud ; aiusi ACB< ADB. En effet l'angle ADÜ 
*• — A<’t>-pCAD* ; donc ACD<ADO, et en doublant de 
part et d'autre on aura ACB < ADB. 
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PROPOSITION V. 

THBOaâHB. 

Il n'y a qu’une manière de former le polygone ABCDEF, 
avec des côtés donnés et un dernier inconnu qui soit le dia- 
mètre de la demi-circonférence dans laquelle les autres côtés 
sont inscrits. 

Car, sapposons qu’on a trouvé un cercle qui satisfasse a *'*• - 

la question ; si on prend un cercle plus grand , les cordes 
AB , BC , CD , etc. , répondront à des angles au centre plus 
petits. La somme de ces angles au centre sera donc moindre 
que deux angles droits ; ainsi les extrémités des côtés 
donnés n’aboutiront plus aux extrémités d’un diamètre. 
L’inconvénient contraire aura lieu si on prend un cercle 
plus petit; donc le polygone dont il s’agit ne peut être 
inscrit que dans un seul cercle. 

Scholie. On peut changer à volonté l’ordre des côtés AB, 

BC , CD , etc. , et le diamètre du cercle circonscrit sera tou- 
jours le même , ainsi que la surface du polygone; car, quel 
que soit l'ordre des arcs AB, BC, etc., il suffit que leur 
somme fasse la demi-circonférence , et le polygone aura 
toujours la même surface , puisqu’il sera égal au demi- 
cercle moins les segments AB, BC, etc., dont la somme 
est toujours la même. 

PROPOSITION VI. 

THÉOaélSB. 

t 

De tous les polygones formés avec des côtés donnés , le 
maximum est celui qu’on peut inscrire dans un cercle. 

Soit ABCDËFG le polygone inscrit, et abedefg le non- 
inscriptible formé avec des côtés égaux , en sorte qu'on a ^ 

AB = aô, BC=;ôc, etc.; je dis que le polygone inscrit est 
plus grand que l’autre. 

^ Tirez le diamètre EM; joignez AM, MB; sur oô = Ag 
^ faites le triangle abm égal à ABSI , et joignez em. 

En vertu de la proposition IV, le polygone EFGAM est 
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plu» grand que efgam , à moins que celui-ci ne paisse ^tre 
pareillement inscrit dans une demi- circonférence dont le 
c<^té em serait le diamètre , auquel cas les deux polygones 
seraient égaux en vertu de la proposition V. Par la même 
raison le polygone EDCBM est plus grand que edehm^ sauf 
|a même exception où il y aurait égalité. Donc le polygone 
entier RFGAMBCDË est plus grand que efgamhcde, k moins • 
qu'ils ne soient entièrement éghux : mais ils ne le sont pas« 
puiscjtie l’un est inscrit dans le cerclé , et que l'antre eat ' 
supposé non - insrriptible ; donc le polygone inscrit esflc 
plus grand*. Retranchant de part et d’autre les triangles 
égaux ABM , abm, U restera le polygone inscrit ABCDEFG 
plus grand que le'non-inscriptible abedefg. 

■ Schobe. On démontrera , cojnme dans la proposition y, 
qu'il ne peut y avoir qu’un seul cercle, êt par conséquent 
qu’un seul polygone maarimum qui satisfasse i la question ; ■ 
et ce polygone serait encore de même surface , de quelque 
manière qu’on changent l’ordre de ses cètés. * 


r V*. 


PROPOSITION 7II. 


thsobbme. 


* _ Le polygone rrgalier eu un maximum entre tous les poly- 
gones isopêrimètres et d’un m/me nombre de eûtes. 

Car, suivant le théorème II , le polygone mojrtrnum a tous 
tes côté» égaux; et, suivant le théorème précédent , il est in- 
scriptible dans le cercle; donc ce polygone est régulier 

PROPOSITION VIII. 

L B M SI B. 
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Deux angles au centre , mesurés dans deux cercles diffé- 
rents , sont entre eux comme les arcs compris divisés par 
leurs rayons. 

AB 

Ainsi l’angle C est à l’angle O comn^e le rapport est 
DK- 


en rapport 


DO 


D’un rayon OF égal à AC décrivei' l’arc FO compris entre 
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les cAt^ OD, OR , iirolongé» ; i cause des rayon» égaux AC , 

ABCFft 

ÜF, on aura d’abord C: O A1$:FG *, ou 3** 

k cause des arcs semblable» KG, DE, on a * FG:DE::FO. n- 
FG de 

1)0 ; donc le rapport — est égal au rapport — , et 

AB DE 

par conséquent C:0::-j^: . 

•PROPOSITION IX. 

TH^O IIBIIB.* • 

De deux p^ygoues réguliers isopérimètres, celui qui a U 
plus grand nombre de côtés est le plus grand. 

Soit DE le demi-côté de l’nn de» polygone» , 0 son centre , Sg. lîo. 
OE son apothème ; soit AB le demi-cAté de l’autre polygone , 

C son centre , CB son apothème, ün suppose les centre» O 
et C situé» à une distance quelconque OC , et le» apothème», 

OE, CB, dan» la direction OC i ainsi DOE et ACB seront 
le» demi-angle» au centre de» polygones , et comme ce» an- 
gles ne sont pas égaux, le» ligne» CA , OD , prolongée», »e 
rencontreront en un point F ; de ce point abaissez sur O 
la perpendiculaire FG ; 4e» point» O et C , comme centres , 
décriye* le» arc» GI , GH „ terminé» aux cAté» OF, CF. 

GI GH . 

Cela posé , on aura par le lemmc précédent ^ ^ • [Jô CG ’ 

mais DE est au périmètre du premier polygone comme 
l’angle O est à quatre angle» droit» , et AB est an périmètre 
du second comme l’angle C est à quatre angle» droits ; donc, 
puisque le» périmètre» de» polygone» sont égaux, DE . AB 

•0:C, ouDE;AB::^;^. MultiplUnt le» an técédents 

. OG tiG 

par OG et le» conséquent» par CG, on aura DE X OG. AB X 
CG : : GI : GH. Mai» le» triangle» semblable» ODE, OFG, 
donnent OE : OG : : DE : FG , d’où résulte DE X OG = OE . , : 
X FG ; on aura de même AB X CG CB X FG ; onc 
FG : CB X FG :: GI : GH , ou OE : CB GI : GH. Si donc . 

on fait voir que l’arc GI est plus grand que l’arc GH, il 
s’en suivra que l’apothème OF. est plus grand qne CB- 
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De l’autre cAlé de CF toit faite la ügure CK-* entièremen | 

égale à ja figure CG*, de aorte qu’on ait CK. = CG, l’angle 
HCK^HCG, et l’arc Kx~*G ; la courbe K*G envelop- 
pera l'arc KHG , et sera ]>lus grande que cet arc *. Donc G*, 
moitié de la courbe, est plus grande que GH moitié de l'arc; 
donc, à plus forte raison , G1 est plus grand que GH. ^ 

Il résulte de là que rapotliéme OE est plus grand que CB: 
mais les deux polygones ayant même pcrimèire sont entre 
eux comme leurs apotbèmes*; donc le polygone qui a pour 
demi-c6té DE est j)lus grand que celui qui a pour demi-edté 
AB : le premier a le plus de côtés , jiuisque son angle au 
centre est le plus petit; doue de deux polygones réguliers Uo- 
périmètres , celui qui a le plus de côtés est le plus grand. 

PROPOSITION X. 

TRBOaéstK. 

Le cercle est plus grand que tout polygone isopénmètre. I 

II est déjà prouvé que de tons lés polygones isopériroètres 
et d'un même nombre de côtés le polygone régulier est le ' 

plus grand ; ainsi il ne s’agit plus que de comparer le cercle I 

à un polygone régulier quelconque isopérimètre. Soit AI le 
demi-côté de ce polygone, C son centre. Soit dans le cercle ' 

isopérimètre l'angle DOErrACI, et conséquemment l’arc 
DE égal au demi -côté AI. Le polygone P est au cercle C 
comme le triangle ACI est au secteur ODE ; ainsi on aura 
P; C: : tAI X CI: i DExOE;:CI:OE. Soit menée an point 
E la tangente EC qui rencontre DD prolongé en G ; les tri- 
angles semblables ACI, GOE, donneront la proportion CI: 

OE:: AI ou DE:GE ; donc P:C :: DE:OE, OH comme DEx 

J OE qui est la mesure du secteur DOE est à GEx^OE qui 

est la mesure du triangle GOE : or le secteur est plus petit 

que le triangle; donc P est plus petit que C , donc le cercle | 

est plus grand que tout polygone isopérimètre. 
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LES PLANS ET LES ANGLES SOLIDES. 

DBVlNITIOirS. . 

L XJwE ligne droite est perpendiculaire h un plan, - 
lorsqu’elle est perpendiculaire à toutes les droites qui 
passent par son pied dans le plan *. Réciproquement * pr 4. 
le plan est perpendiculaire à la ligne. 

Le pied de la perpendiculaire est le point où cette 
ligne rencontre le plan. ' 

II. Une ligne est parallèU à un plan, lorsqu’elle 
ne peut le rencontrer à quelque distance qu’on les 
prolonge l’un et l’autre.’ Réciproquement le plan est 
parallèle à la ligne. 

III. Deux plans sont parallèles entre eux, lorsqu’ils 
lie peuvent se rencontrer à quelque distance qu’on les 
prolonge l’un et l’autre. 

IV. Il sera démontré * que l’intersection commune * pr. î. 
de deux plans qui se rencontrent est une ligne droite : 

cela posé , l'angle ou l'inclinaison mutuelle de deux ■ 
plans est la quantité plus ou moins grande dont ils 
sont écartés l’un de l’autre ; cette quantité se me- . 
sure * par l’angle que font entre elles les deux per- «pr.7. 
pendiculaires menées dans chacun de ces plans au 
même point de l’intcrsectioii'’commune. ' 

Cet angle peut être aigu , droit , ou obtus. 

' V. S’il est droit, les deux plans sont perpendicur 
lai res entre eux. 

VI. Angle solide est l’espace angulaire compris ' 
entre plusieurs plans qui se réunissent en un même ‘ 
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Ainsi l'angle sofitle S est formé par la réunion Aes 
pUns ASB, BSC, CSB, DS A. 

Il faut au moins trois plans pour former un angle 
solide, 

PBOPOSITION PREMIÈRE. 

THZOaÂMB. 

Une ligne droite ne peut être en partie dans 
un plan , en partie au dehors. 

Car, suivant la définition du plan,, dès qu'une 
ligne droite a deux points communs avec un plan, 
elle est tout entière dans ce plan. 

Scholie. Pour reconnaître si une surface est plane , 
il faut appliquer une ligne droite en différents sens 
sur cette surface , et voir si elle touche la surface dans 
toute son étendue. 

PROPOSITION II. ' 

, THBOaBMB. 

, Deux lignes droites qui se coupent sont dans 
un même plan, et en déterminent la position. 

Soient AB, AC, deux lignes droites qui se coupent 
en A : on peut concevoir un plan où se trouve la 
ligne droite AB ; si ensuite on fait tourner ce plan 
autour de AB , jusqu’à ce qu'il passe par le point C , 
alors la ligne AC, qui a deux de ses points A et C dans 
cc plan , y sera tout entière, donc la position de ce 
plan est déterminée par la seule condition de renfer- 
mer les deux droites AB, ,AC. 

Corollaire I. Un triangle ABC, ou* trois points 
A, B, C, non en ligne droite, déterminent la position 
d’un plan. 

Corollaire II. Donc aussi deux parallèles AB, CD, . 
déterminent la position d'un plan; car si on mène la 
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sécante EF,' le plan des deux droites AF., FF, sera 
celui des parallèles AB, CD. 

. , PROPOSITION 111. 

THÉORÈME. 

.,SY deux plans se coupent , leur intersection 
commune sera une ligne droite. . ' 

Car, si dans les points communs aux deux plans 
.. on en trouvait trois qui ne fussent pas en ligne droite , 
les deux plans dont il s'agit , passant chacun par ces , 
trois ■ points , ne feiaient qu’un seul et même plan*, * *• 
ce -qui est contre la supposition. 

PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

/ ■ . 

Si une ligne droite AP est perpendiculaire à 
deux autres VB., PC, qui se croisent à son pied 
dans le plan MN , elle sera perpendiculaire à 
.une droite quelconque PQ menée par son pied 
■ dans te meme plan , et ainsi elle sera perpendi- 
culaire au plan ■ 

Par un point Q, pris à volonté sur PQ , tirez la 
droite BC dans l'angle BPC, de manière que BQ = 
QC*, joignez AB, AQ, AC; 

La base BC étant divisée en deux parties égales au 
point Q, le triangle BPC donnera*, 

Pc4-^=2PQ+aQC! 

Le triangle BAC donnera pareillement , 

ÂC + ÂB = aÂQ aQC.’ 

Retranchant la première égalité de la seconde, et 

observant que les triangles APC , APB , tons deux. 

— 2 — a' — Q — • 

rectangles en P, donnent AC — PC=rAP, et AB — 

. PB = AP; on aura, 

ÂP + ÂP L: a ÂQ — 2 .’ 


Kt. ?•- 

* U, 3. 
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Donc, en prenant les moitiës de part et d’autre, 

on a AP=AQ — PQ, ou AQ=AP-f-PQ, donc le 
•i3,S. {Hangle APQ est rectangle en P”; donc AP est per- * 
pendiculaire à PQ. 

SchoUe. On voit par là , non-seulement qu'il est pos- 
sible qu’une ligne droite soit perpendiculaire à toutes 
celles qui passent par son pied dans un plan , mais 
. que cela arrive toutes les fois que cette ligne est per- 
pendiculaire à deux droites menées dans le plan ; c’est 
ce qui démontre la légitimité de la définition I. - 

Corollaire I. La perpendiculaire AP est plus courte 
qu’une oblique quelconque AQ ; donc elle mesure la 
vraie distance du point A au plan PQ. 

Corollaire II. Par un point P donné sur un plan , 
on ne peut élever qu’une seule perpendiculaire à ce 
plan ; car si on pouvait élever deux perpendiculaires 
par le même point P, conduisez, suivant ces deux 
perpendiculaires, un plan dont l’intersection avec le 
plan MN soit PQ; alors les deux perpendiculaires 
dont il s'agit seraient perpendiculaires à la ligne PQ , 
au même point et dans le même plan , ce qui est im- ' 
possible. 

11 est pareillement impossible d’abaisser d’un point 
donné hors d’un pian deux perpendiculaires à ce 
plan ; car soient AP , AQ , ces deux perpendiculaires , 
alors le triangle APQ aurait deux angles droits APQ , 
AQP , ce qui est impossible. 

PROPOSITION V. 

THBOKÊHE. 

Les obliques également éloignées de la per- 
pendiculaire sont égales; et, de deux obliques 
inégalement éloignées de la perpendiculaire, 
celle qui s'en éloigne le plus est la plus longue. 
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Car les angles APB, APC, APO étant droits, si on % i>4- 
suppose les distances PB, PC, PD, égales entre elles, 
les triangles APB, APC, APD, auront un angle égal 
compris entre côtés égaux; donc iis seront égaux; 
donc les hypoténuses ou les obliques AB , AC , AD > 
seront égaies entre elles. Pareillement , si la distance 
PE est plus grande'que PD ou son égale PB, il est clair 
que l'oblique AE sera plus grande que AB , ou son 
égalé AD. , 

Corollaire. Toutes les obliques égales AB , AC , 

AD, etc.., aboutissent à la circonférence BCD, dér 
crite du pied de la perpendiculaire P comme centre ; 
donc étant donné un point A hors d'un plan , si on 
veut trouver sur ce plan le point P où tomherait la 
perpendiculaire abaissée de A, il faut marquer sur ce 
plan trois points B , C , D , également éloignés du point 
A, et chercher ensuite le centre du cercle qui passe . 
par ces points ; ce centre sera le point cherché P. 

- Scholie. L’angle ABP est ce qu'on appelle XinclU 
naison de V oblique AB sur le plan MN ; on voit que ‘ . 
cette inclinaison est égale pour toutes les obliques AB, . 

AC, AD, etc. , qui s'écartent également de la perpen> 
diculaire; car tous les triangles ABP, ACP, ADP, etc.', 
sont égaux entre eux. ' ~ . 

PROPOSITION VI. 

THBORBlfB. 

\ 

Soit AP une perpendiculaire au plan MN et ag. xM, 
BC une ligne située dans ce plan ; si du pied P 
de la perpendiculaire on abaisse PD perpendi~ 
culaire sur BC , et quon joigne AD,ye dis que > 
sera perpendiculaire à ' 

Prenez DB=DCj et joignez PB, PC, AB, 'AC: 
puisque DB=DC, l’oblique PB = PC; et par rap- 
port à la perpendiculaire AP , puisque PB == PC , 


. • > - - ' t 
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l'oblique AB= AC*; donc la ligne AD a deux de Mi 
points A et D également distants des extrémités B et , 

C ; donc AD est perpendiculaire sur le ipilieu de BC. . 

Corollaire. On voit en même temps que BC est per- 
pendiculaire au plan APD, puisque BC est perpendi- 
culaire à-la-fois aux deux droites AD , PD. 4â- , 

Scholie. Les deux lignes AE , BC ; offrant l'exemple < 
de deux lignes qui ne se rencontrent point, parce que 
'elles ne sont pas situées dans un même plan. La plus 
' courte distance de ces lignes est la droite PD , qui est 
à.!la-fois perpendiculaire à la ligne AP et à la ligne 
BC. La distance PD est la plus courte entre ces deux 
lignes; car si on joint deux autres points, comme .A 
' ' et B , on aura AB > AD , AD > PD; donc , à plus forte 
raison , AB > PD. - 

I Les deux lignes AE, CB, quoique non situées dans 
un même plan , sont censées faire entre elles un angle 
droit, parce que AD et la parallèle menée par un de 
ses points à la ligne. BC feraient entre elles un angle 
’ droit. De même la ligne AB et la ligue PD , qui repré- 
sentent deux droites quelconques non situées dans le ■ 
même plan\ sont censées faire entre elles le même 
angle que ferait avec AB la parallèle à PD menée par 
un des points de AB. • 

PROPOSITION, VIL 

> THXOXBMB. 

Sr. ifli. Si la ligne AP est perpendiculaire au plan ' 
MN , toute ligne UK parallèle à sera perpen- ' 
diculaire au même plan. 

Suivant les parallèles AP, DE, conduise* un plan 
dont l'intersection avec le plan MN sera PD; dans le 
plan MN menea BC perpendiculaire à PD, et joi- 
• gne» AD. , , 
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SuiTant.le corollaire du théorème piécédeut, fiC * 
est perpendiculaire au plan APDE; donc l’angle BDE 
est droit : mais l’angle EDP est droit aussi, puisque 
AP est perpendiculaire à PD, et que DE est parallèle 
à AP; donc la ligne DE est perpendiculaire aux deux ** 
droites DP, DBj donc elle est perpendiculaire à leur 
planMN. ^ 

Corollaire 1. Réciproquement si les droites AP, 

DE sont perpendiculaires au même plan MN , elles 
seront parallèles; car si elles ne 1 ’éuient pas, condal- 
sez par le 'point D une parallèle à AP, cette parallèle 
sera perpendiculaire au plan MN ; donc on pourrait, " 
par un même point D, élerer deux perpendiculaires ^ 
à un même plan, ce qui est impossible*. ^ ' * s- 

Corôllaire II. Deux lignes A et B, parallèles à une 
troisième C, sont parallèles entre elles; car imaginex 
un plan perpendiculaire à la ligne C, les lignes A et B, . 
parallèles à cette perpendiculaire, seront perpendicu- 
laires au même plan ; donc , par le corollaire précé- 
dent, elles seront parallèles entre elles. . 

11 est entendu que les trois lignes ne sont pas dans 
le même plan , sans quoi la proposition serait déjà 
connue *. ' * *5, i, 

V . ’ PROPOSITION Vlll. 

THBOKBIIB. 

Si la ligne hü est parallèle à une droite Cl> fig- 1»?. 
menée dans le plan MN , elle sera parallèle à ce 
plan. 

Car si la ligne AB , qui est dans le plan ABCD , ren- 
contrait le plan MN, ce ne pourrait être qu'en quelque ' . ' 

-point de la ligne CD, intersection commune îles deux 
plans :or, AB ne peut rencontrer CD, puisqu'elle lui 
est parallèle ; donc elle ne rencontrera pas non pins 
le plan MN ; donc elle est paiallèie à ce plan*. *<Mf. a. 
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V • • . 

PROPOSITION IX. 
théobIms. ' 

Deux plans MN , PQ , perpendiculaires à une 
même droite AB , sont parallèles entre eux. 

Car s’ils se rencontraient quelque part, soit O un 
de leurs points communs, et joignez OA, OB ; la ligne 
AB, perpendiculaire au plan MN, est perpendiculaire 
à la droite OA menée par, son pied dans ce plan; par 
la même raison AB est perpendiculaire à BO ; donc 
OA et OB seraient deux perpendiculaires abaissées du •- 
même point O sur la même ligne droite , ce qui ^t 
impossible ; donc les plans MN , PQ , ne peuvent se . 
rencontrer ; donc ils sont parallèles. 

PROPOSITION X. 

TRBOH BH B. 

^ Les intersections EF, GH, de deux plans pa- 
rallèles MN, PQ, par un troisième plan FG, 
sont parallèles. 

Car si les lignes EF, GH, situées dans un même 
plan , ne sont pas parallèles , prolongées elles se ren- 
contreront ; donc les plans MN , PQ , dans lesquels 
elles sont, se rencontreraient aussi; donc ils ne se- 
''aient pas parallèles. , , ' 

PROPOSITION XI. 

TBÉOBÊMB. 

La ligne AB, perpendiculaire au plan MN , 
est perpendiculaire au plan PQ parallèle à MN. 

Ayant tiré à volonté la ligne BC dans le plan PQ, 
suivant AB et BG , conduisez un plan AJ3G dont 
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i intersection avec le plan MN soit AD , rintersection 
AD rera parallèle à BC*j mais la ligne AB perpendi- * «o. 
culaire au plan MN est perpendiculaire à la droite 
^ , donc elle sera aussi perpendiculaire à sa paral- 
lèle BC ; et puisque la ligne AB est perpendiculaire à 
toute ligne BC menée par son pied dans le plan PQ 
il s ensuit qu’elle est perpendiculaire au plan PQ. ’ ; 

PROPOS! TI ON XH. ' ' 

THBORBMS. 

Les' parallèles EG , FH , comprises entre deux «89. 
plans parallèles MN , PQ , sont égales. ' 

Par les parallèles EG, FH, faites passer le plan 
EGHF, qui rencontrera les plans parallèles suivant 
EF et GH. Les intersections EF, GH, sont parallèles 
entre elles *, ainsi que EG, FH ; donc la figure EGHF * 10. 
est un parallélogramme J donc EG = FH. 

Corollaire. Il suit de là que deux plans parallètes 
sont partout a égale distance; car si EG et FH sont 
perpendiculaires aux deux plans MN, PQ, elles serons 
parallèles entre elles*; donc elles sont égales. • 

PROPOSITION XIII. 

THÉORBME. 

Si deux angles CAE, DBF, non situés dans le fig. 
même plan , ont leurs côtés parallèles et dirigés * 
dans le même sens, ces angles seront égaux et 
leurs plans seront parallèles. 

Prenez AC = BD, AEicBF, et joignez CE, DF 
AB , CD, EF. Puisque AC est égale et parallèle à BD 
la figure ABDC est un parallélogramme*; donc CD '• 
est égale et parallèle à AB. Par une raison semblable 

>0 
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DEF est égale'et parallèle à AB J donc r|usî Cesl. 
égale et parallèle à £F , la figure GEFD est donc 
un parallélogramme , et ainsi le côté CE est égal 
et parallèle à DF ; donc les triangles CA£, DBF, 
ont équilatéraux entre eux; donc d’angle GAE=r 
DBF. 

En second lieu je dis que le plan AGE est parallèle 
au plan BDF ; car, supposons que le pian parallèle à 
BDF, mené par le point A, rencontre les lignes GD, 
EF, en d'autres {Ktints que G et E, par exemple en 
G et H ; alors , suivant la proposition xii , les trois 
lignes AB, GD , FH , seront égales : mais les trois AB, 
GD , EF, le sont déjà; donc on aurait GD = GD, et 
FH = EF, ce qui est absurde ; donc le plan AGE est 
parallèle à BDF. 

Corollaire. Si deux plans parallèles MN , PQ, sont 
rencontrés par deux autres plans GABD , EABF , les 
angles GAE,DBF, formés par les intersections des 
plans parallèles, seront égaux; car l'intersection AG 
est parallèle à BD * , A£ l’est à BF , donc l'ant'le 
GAE = DBF. 

PROPOSITION XIV. - . - 

THBOHâxB. 

Si trois droites A B , CD , EF , non situées dans 
ie même plan , sont égales et parallèles , les 
triangles ACE, BDF , foimés de part et d’autre 
en joignant les extrémités de ces droites, seront 
égaux , et leurs plans seront parallèles. 

Car, puisque AB est égale et parallèle à GD, la 
figure ABDG est un parai lélogramoie ; donc le côté 
AG est égal et parallèle à BD. Par une raison sem- 
blable les côtés AE , BF, sont égaux et parallèles 
ainsi que GE , DF ; donc les deux triangles AGË> 
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BDF , sont égaiis : on prouvera d’ailleurs , comme 
dans la {Iroposition précédente , que leurs plans sont 
parallèles. 

PROPOSITION XV. .y. 

THBOaÈMB. 

Deux droites comprises entre trois plans pa- 
. rallèleSf sont coupées en parties proportionnelles- 

Supposons que la ligne AB rencontre les plans pa* 6 k- i<u. 
rallèles MN , PQ , US , eu A , £ ^ B , et que la ligne 
CD rencontre les mêmes plans en C, F, D; je dis 
qu’on aura AE : EB . : CF : FD. 

Tirez AD qui rencontre le plan PQ en C, et joi- 
gnez AC, EG , GF, BD; les intersections EG , BD, 
des plans parallèles PQ , RS, par le plan ABD, sont 
parallèles donc AE:£B: :AG:GD ; pareillement loa ' >u. 
intersections AC, GF, étant parallèles, on a AG :GD: : 

CF:FD ; donc, à cause du rapport coniniiin, AG: 

GD , on aura AE : EB : ; CF . FD. 

' PROPOSITION X’T. ' ■ 

TBBOHâMB. ■ ^ 

y 

Soa ABCÜ un quadrilatère quelconque situé ou non situé lig. lyi 
dans un même plan; si on coupe les côtés opposés propor- 
tionnellement par tleux droites ËF, GH, de sorte qu'on ait 
A£:£B DF: FC, et BG:GC :^ AU: UD dis que les droites 

EF., GH, je couperont en un point M, de manière qu'on 
aura UM:MG :: AË:£B , et EM:MI :: AH:1IÜ. 

Conduisez snivant AD un plan quelconque AAHcI) qui ne 
passe pas suivant GH; par les points E, B, C, F, menez à 
GH les parallèles Ee , B/> , Ce , V/^ qui rencontrent ce plan 
en e, è, c, /. A cause des parallèles BA, GH, Ce*, un aura «,j t, 
èH:Het: BG;GC >: AH: HD; donc* les triangles AHA, UHe, ^ 
sont semblables. On aura ensuite Ae:eA:: AE:EB , et D/; 

ro- 
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c:; DF: FC ; donc Ae:eA:: ry:/c , ou , componendo , Ke‘. 
D/:: A^.'Dc,' mais, à cause des triangles semblables AU/>, 
DHc, on a Aé:Dc:: AH:HD; doue Ae:D/’::AH:HD ; d’ail- 
leurs les triangles AH6, cHü, <itant semblables, l'angle HAe 
*so,3. =HD/;donc les triangles AHe, Dll/', sont semblables * , 
donc l’angle AHe = DH/'. Il s'ensuit d’abord que eHyest une 
ligne droite, et qu’ainsi les. trois parallèles £e, GH, ¥f, 
sont situées dans un même plan , lequel contiendra les deux ' 
droites EF, GH; donc ceUet-ci doivent se couper en un 
point M. Ensuite, à cause des parallèles Ee, MH, T/, on 
aura EM:MF:: eU:H/:: AH:HD. • * 

Par une construction semblable, rapportée au côté AB, 
on démontrerait que HM:MG:: AE:EB. ’ . 

- ' ’ i • ' • 

PROPOSITION XVII. 

TH^ORÊIIB. 

» ^ * 
fij,'. iy3. L’angle compris entre les deux plans MAN , 
MAP, peut être mesuré, conformément à la dé- 
finition, par l'angle N AP que font entre elles 
les deux perpendiculaires AN, AP, menées dans 
chacun de ces plans à l'intersection commune 
' AM. 

Pour démontrer la légitimité de cette mesure, il 
faut prouver, i" quelle est constante, ou qu'elle serait 
la même en quelque point de l'intersection commune 
qu’on menât les deux perpendiculaires. 

En effet, si on prend un autre point M, et qu’on 
mene MC dans le plan MN, et MB dans le pian MP, 

■ perpendiculaires à l’intersection commune AM ; puis- 
que MB et AP sont perpendiculaires à une même ligne 
AAI, elles sont parallèles entre elles. Par la même 
raison MC est parallèle à AN : donc l’angle BMC = 
*,j_ PAN * ; donc il est indifférent de mener les perpen- 
diculaires au point M ou au point A; l'angle compris 
sera toujours le même. 
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a" Il faut prouver que si l’angle des deux plang 
augmente ou diminue dans un certain rapport , 
l’angle PAN augmentera ou diminuera dans le même 
rapport. 

Dans le plan PAN décrivez du centre A et d’un 
rayon h volonté l’arc NDP, du centre M et d’un rayon 
égal décrivez l’arc CEB , tirez AD à volonté ; les deux 
plans PAN, BMC, étant perpendiculaires à une même 
droite MA, seront parallèles”; donc les intersections *9. 
AD, ME, de ces deux plans par un troisième AMD, 
seront parallèles ; donc l’angle BME sera égal à PAD* * **• 
Appelons pour un moment coi/i l’angle formé par 
deux plans MP , MN ; cela posé , si l’angle DAP était 
égal à DAN, il est clair que le coin DAMP serait 
égal au coin DAMN ; car la base PAD se placerait 
exactement sur son égale DAN, la hauteur AM se- 
rait toujours la même ; donc les deux coins coïnci- 
deraient l’un avec l’autre. On voit de même que si 
l’angle DAP était contenu un certain nombre de fois 
juste dans l'angle P.AN, le coin DAMP serait contenu 
autant de fois dans le coin PAMN. D’ailleurs, du rap- 
port en nombre entier à un rapport quelconque la 
conclusion est légitime, et a été démontrée dans une 
circonstance tout-à-fait semblable * ; donc quel que * 'I- 
soit le rapport de l’angle DAP à l’angle PAN, le coin 
DAMP sera dans ce même rapport avec le coin PAMN; 
donc l’angle NAP peut être pris pour la mesure du 
coin PAMN, ou de l'angle que font entre eux les deux 
plans MAP, MAN. 

Scho/ie. Il en est des angles foi niés par deux plans 
comme des angles formés par deux droites. Ainsi, lors- 
que deux plans se traversent inutuellement , les angles 
opposés au sommet sont égaux, et les angles adjacents 
' valent ensemble deux angles droits ; donc si un plan 
est perpendiculaire à un autre , celui-ci est perpendi- 
culaire au premier. Pareillement dans la rencontre des 
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plans parallèles par un troisième plan , il existe les 
mêmes égalités et les mêmes propriétés que dans la 
renconire de deux lignes parallèles par une troisième 
ligne. 

PROPOSITION XVIII. 

THÉORéHB. 

La ligne AP étant perpendiculaire au plan 
MN , tout plan A PB, conduit suivant AP, sera 
peipendiculaite au plan MN. 

Soit BC l'intersection des . plans AB, MN; si dans 
|e plan MN on mène DE perpendiculaire à BP, la ligne 
AP, étant perpendiculaire au plau MN , sera perpen- 
diculaire à chacune des deux droites BC , DE : mais 
l’angle APD, formé par les deux perpendiculaires PA, 
PD, à l’intersection commune BP, mesure l’angle des 
deux plans AB, MN ; donc, puisque cet angle est droit, 
les deux plans sont perjiendiculaires entre eux *. 

Scholie. Lorsque trois droites, telles que AP, BP , 
DP , sont perpendiculaires entre elles, chacune de ces 
droites est perpendiculaire au plan des deux autres 
et les trois plans sont perpendiculaires entre eux. 

PROPOSITION XIX. 

THKORBMB. 

• Si le plan A H est perpendiculaire au plan MN , 
et que dans le plan AB on mène la ligne PA per- 
pendiculaire à l’intersection commune PB, /c dis 
que PA sera perpendiculaire au plan MN. 

Car si dans le plan MN ou mène PD perpendicu- 
laire à PB, l’angle APD sera droit, puisque les plans 
sont perpendiculaires entre eux ; donc la ligne AP 
est perpemliculaire aux deux droites PB, PD; donc 
elle est perjiendiculaire à leur plan MN. 
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Corollaire. Si ie plan AB est perpendiculaire au 
plan MN. et que par un point P de l’intersection 
commune on élève une perpendiculaire au plan MN 
je dis que cette perpendiculaire sera dans le plan AB, 
car, si elle n’y était pas, on pourrait mener dans le 
plan AB une perpendiculaire AP à l’intersection conti- 
mune BP, laquelle serait en même temps perpendi- 
culaire au plan MN ; donc au même point P il y 
aurait deux pierpendiculaires au plan MN ; ce qui est 
impossible*. 

PROPOSITION XX. 


* 4 . 


THBOBBIIB. 


SideiLt plans AB, kX) , sont perpendiculaires H- «» 4 . 
à un troisième MN, leur intersection commune 
AP sera perpendiculaire à ce troisième plan. 

Car si par le point P on élève une perpendiculaire 
au plan MN, cette perpendiculaire doit se trouver à- 
la-fois dans le plan AB et dans le plan AD*; donc elle ’^r 16. 
est leur intersection commune AP. 

' PROPOSITION XXI. 

THBOmâlfB. 

Si un angle solide est formé par trois angles 
plans, la somme de deux quelconques de ces 
angles sera plus grande que le troisième. 

Il n’y a lieu à démontrer la proposition que lorsque 
l’angle plan qu’on compare à la somme des deux au- . 
très est plus grand que chacun de ceux-ci. Soit donc 
l’angle solide S formé par trois angles plans ASB, 

ASC , BSC, et supposons que l’angle ASB soit le plus 
grand des trois ; je dis qu'on aura ASB < ASC + BSC. 

Dans le plan ASB faites l’angle BSD=BSC,ürex 
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à volonté la tlroite ADB ; et, ayant pris SC=^SD, 
joignez AC, BC. 

Les Jeux côtés BS, SD, sont égaux aux Jeux BS, 

SC, l’angle BSD=BSC; donc les deux triangles BSD, 
RSC sont égaux; donc BD = BC. Mais on a AB< 
AC-t-BC; retianchant d’un côté BD, et de l’autre 

• son égale BC , il restera AD < AÇ. Les deux côtés AS , 

SD, sont égaux aux deux AS, SC, le troisième AD 
lo, I. est plus petit que le trobièrae AC; donc* l’angle ASD 

<ASC. Ajoutant BSD=BSC, on aura ASD + BSD 
ou ASB<ASC + BSC. 

. " ■ f ■ " 

PROPOSITION XXII. 

THBOHÊIIB. 

La somme des angles plans qui forment un • 
angle solide, est toujours moindre que quatre 
angles droits. 

K.196. Coupez l'angle solide S par un plan quelconque 
ABCDE ; d'un point O pris dans ce pian menez à 
tous les angles les lignes OA , OB, OO, OD, OE. 

La somme des angles des triangles ASB, BSC, etc., 
formés autour du sommet S, équivaut à la somme 
des angles d’un pareil nombre de triangles AOB , 
BOC , etc. , formés autour du sommet O. Mais au 
point B les angles ABO , OBC, pris ensemble, font 
l'angle ABC plus petit que la somme des angles ABS, 

* »«• SBC*; de même au point C on a BCO-+-OCD< 

BCS -H SCD ; et ainsi à tous les angles du polygone 
ABCDE. 11 suit de là que dans les triangles dont le 
sommet est en O , la somme des angles à la base est 
plus petite que la somme des angles à la base dans 
les triangles dont le sommet est en S; donc, par com- 
pensation , la somme des angles formés autour du 
point O est plus grande que la somme des angles au- 
tour du point S. Mais la somme des angles autour 
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«lu point O est égale à quatre angles droits* j donc la 
somme des angles plans qui forment l’angle solide S 
est moindre que quatre angles droits. 

Scholie. Cette démonstration suppose que l’angle 
solide est convexe , ou que le plan d’une face prolon- 
gée ne peut jamais couper l’angle solide; s’il en étiit 
autrement, la somme des angles plans n’aurait plus de 
bornes et pourrait être d’une grandeur quelconque. 

PROPOSITION XXIII. 

THÉORKllE. 

Si deux angles solides sont composés de trois 
angles plans égaux chacun à chacun , les plans 
dans lesquels sont les angles égaux seront égale- 
ment inclinés entre eux. 

Soit l’angle ASC=D'rF, l’angle ASB=DTE, et «g. 197, 
l’angle BSC = ETF; je dis que les deux plans ASC, ' 

ASB, auront entre eux une inclinaison égale à celle 
des plans DTE , DTE. 

Ayant pris SB à volonté , menez BO, perpendicu- 
laire au plan ASC; du point O, où cette perpendicu- 
laire rencontre le plan, menez OA, OC, perpendi- 
culaires sur SA ,• SC ; joignez AB , BC; prenez ensuite 
TE = SB ; menez EP perpendiculaire sur le plan 
DTE; du point P menez PD, PF, perpendiculaires 
sur Tü, TF ; enfin joignez DE , EF. 

Le triangle SAB est rectangle en A, et le triangle 
TDE en D*, et puisque l’angle ASB == DTE, on a *6. 
aussi SBA=:TED. D'ailleurs Sn = TE; donc le 
triangle SAB est ég.il ati triangle TDE*; donc SA= * 5 , 1. / 

Tü, et AB = DE. On démon tiera semblablement 
que SC=TF, et BC = KI^ Cela posé, le quadri- 
latère SAOC est égal' au quadrilatère TDPF ; car 
posant l’angle ASC sur son égal DTF , à cause d« 
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SA =1*1) et SC=TF y le point A tombera en f) rit le 
point C en F. En même temps AO, perpendiculaire 
à SA, tombera sur DP perpendiculaire à TD, et pa- 
reillement OC sur PF ; donc le point O tombera sur 
le point P, et on aura AO =:DP. Mais les triangles 
AOB , DPE, sont rectangles en O et P, l’iiypoténuse 
AB=DE, et le côté AO=DP; donc ces triangres 
sont égaux *; donc l’angle OAB=PDE. L’angle OAB 
est l’inclinaison des deux plans ASB , ASC ; l’angle 
PDE est celle des deux plans DTE, DTF ; donc ces 
deux inclinaisons sont égales entre elles. 

Il faut observer cependant que l’angle A du trian- 
gle rectangle OAB n’est proprement l’inclinaison des 
deux |>ians ASB , ASC , que lorsque la perpendi- 
culaire BO tombe , par rapport à SA , du même 
côté que SC; si elle tombait de l’autre côté, alors 
. l’angle des deux plans serak obtus , et , joint à l'an- , 
gle A du triangle OAB, il ferait deux angles droits. 
KLfis dans le même cas l’angle des deux plans TDE , 
TDF, serait pareillement obtus, et, jointe à l’angle 
J) du triangle DPE, il ferait deux angles droits; 
donc, comme l’angle A .serait toujours égal à D, on 
conclurait de même que l’inclinaison des deux plans 
ASB, ASC, est égale à celle des deux plans TDE, 

: J.. ' . „ . 

- SchoUe. Si deux angles solides sont composés dé 
trois angles plans égaux chacun à chacun , et qu’en 
même temps les angles égaux ou homologues soient - 
disvnsés de l-a même maniéré dans les deux angles 
.solides, alors ces angles seront égaux , et posés l’un 
sur l'autre ils coïncideront. En effet on a déjà vu 
que le quadrilatère SAOC peut être placé sur son 
égal TDPF; ainsi en plaçant SA sur TD, SC tombe 
sur TF, et le point O sur le point P. Mab, à cause 
de l’égalité des triangles AOB, DPE, la perpendicu- 
laire ÜB au plan ASC est égale à la perpendiculaire 
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PR ail plan TDF'; <!e pins ces perpcndionlaires sont 
dirigées dans le ménu* sens; donc le point B toniliera 
sur le point E, la ligne SB sur TE, et les deux angles 
solides coïncideront entièrement l’un avec l’autre. 

Cette coïncidence cependant n’a lieu fju’en sup- 
posant que les angles plans égaux sont disposés de la 
même manière dans les deux angles solides ; car si 
les angles plans égaux étaient disposés dans un ordre 
inverse, ou, ce qui revient au même, ai les perpen- 
diculaires OB, PE, au iieu d’être dirigées dans le 
même sens par rapport aux plans ASC, DTF, étaient 
dirigées en sens contraires , alors il serait impossible 
de faire coïncider les deux angles .solides l’un aveu 
l'autre. Il n’en serait cependant pas moins vrai , con- 
formément au théorème, que les plans dans lesquels 
sont les angles égaux seraient également inclinés 
enti-e eux ; de sorte que les deux angles solides se- 
raient égaux dans toutes leurs parties constituantes , 
Sans néanmoins pouvoir être superposés. Cette sorte 
d'égalité, qui n’est pas absolue ou de superposition, 
mérite d’être distinguée par une dénomination parti- 
culière : nous l’appellerons égalité par symétrie. 

Ainsi les deux angles solides dont il s’agit , qui sont 
formés par trois angles plans égaux chacun à chacun^ 
mais disposés dans un ordre invérse , s’appelleront 
angles égaux par symétrie, ou simplement angles 
symétriques. __ 

-La même remarque s’applique aux angles solides 
formés de plus de trois angles plans : ainsi un angle 
solide formé par les angles plans A, 0, C, D, E, et 
un autre angle solide formé par les mêmes angles 
dans un onire inverse A, E, D, C, B, peuvent être 
tels que les plans dans lesquels sont les angles égaux 
soient également inclinés entre eux. Ces deux angles 
solides, qui seraient égaux sans que la superposition 
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lût poa^ble, 's'appelleront angles solides égasùc par ^ 

^finètrie, ou angles solides symétriques. 1 . .. .é<n^>.'x. 

Dans les figures planes il n’y a point proprement 
tl*égalitë par symétrie, et toutes celles qu’on vou- ^ 
(Irait appeler ainsi seraient des égalités absolues ou de 
superposition : la raison en est qu'on peut renverser 
une figure plane, et prendre indifféremment le dessus 
pour le dessous. 11 en est autrement dans les solides, 
où la troisième dimension peut être prise dans deux 
sens différents. v 

PROPOSITION XXIV. 


t PROBI.BKB. 

* > 

Etant donnés lès trois angles plans qui forment 
un angle solide y trouver par une construction 
plane V angle que deux de ces plans font entré 
eux. 

• ^ 

19S. .. Soit S l’angle solide proposé , dans lequel on con- 
naît les trois angles plans ASD, ASC, ESC; on de- 
' mande l’angle que font entre eux deux de ces plans, 
par exemple les plans ASB , ASC. 

Imaginons qu’on ait fait la même construction que 
dans le théorème précédent, l’angle OAB serait l’angle 
requis. Il s’agit donc de trouver le même angle par 
une construction plane ou tracée sur un plan. 

Pour cela faites sur un plan les angles E'SA, ASC, 
B"SC, égaux aux angles BSA, ASC, ESC, dans la 
figure solide; prenez B'S et B"S égaux chacun & BS 
de la figure solide ; des points B' et B" abaissez B'A 
et B"C perpendiculaires sur SA et SC , lesquelles se 
rencontreront en un point O. Du point A comme cen- 
tre et du rayon AB' décrivez la demi-circonférence 
B'^E; au point O élevez sur B'E la perpendiculaire 
O^, qui rencontre la circonférence en b, joignez AA, 
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et l’angle EAA sera l'inclinaison cherchée des deu* 
plans ASC, ASB, dans l’angle solide. 

Tout se réduit à faire voir que le triangle AO^ de 
la figure plane est égal au triangle AOB de la figure 
solide. Or les deux triangles B'SA, BSA, sont rectan* 
gles en A, les angles en S sont égaux ; donc les angles 
en B et B' sont pareillement égaux. Mais l’hypoté” 
nuse SB' est égale à l’hypoténuse SB ; donc ces trian- 
gles sont égaux ; donc SA de la figure plane est égale 
à SA de la figure solide, et aussi AB', ou son égale 
AA dans la figure plane est égale à AB dans la figure 
solide. On démontrera de même que SC est égal de 
part et d’autre ; d’où il suit que lé quadrilatère SAOC 
est égal dans l’une et dans l’autre figure , et qu’ainsi 
AO de la figure plane 'est égal à AO de la figure 
solide; donc dans l’une et dans fautre les triangles 
rectangles AOi , AOB, ont l’hypoténuse égale et un 
côté égal; donc ils sont égaux, et l’angle EAA, trouvé 
par la construction plane , est égal à l’inclinaison des 
deux plans SAB, SAC, dans l’angle solide. 

Lorsque le point O tombe entre A et B' dans la 
figure plane, l’angle EAô devient obtus, et mesure 
toujours la vraie inclinaison des plans : c’est pour 
cela que l’on a désigné par EA3 , et non par OAô, 
l’inclinaison demandée , afin que la même solution 
convienne à tons les cas sans exception. 

Scholie. On peut demander si, en prenant trois 
angles plans à volonté, on pourra former avec ces trois 
angles plans un angle solide. 

D'abord il faut que la somme des trois angles don- 
nés soit plus petite que quatre angles droits, sans quoi 
l’angle solide ne peut être formé*; il faut de plus *••• 
qu’après avoir pris deux des angles à volonté B'SA» 

ASC, le troisième CSB" soit tel, que la perpendicu- 
laire B'C au côté SC rencontre le diamètre B'E entre 
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•es extrémités B' et E. Ainsi les limites de la grati-^ 
deur de l’angle CSB” sont celles qui font aboutir la 
perpendiculaire B' C aux points B' et £. De ces points 
^baissez sur CS les perpendiculaires B'I , EK , qui 
rencontrent en I et K la circonférence décrite du 
rayon SB”, et les limites de l'angle CSB” seront CSI 
et C5K. 

Mais dans le triangle isoscèle B'SI, la ligne CS pro- 
longée étant perpendiculaire à la base B'I, on a l’an* 
gle CSI = CSB'==rASC-|- ASB'. Et dans le triangle 
isoscèle ESK , la ligne SC étant perpendiculaire à 
EK , on a l’angle CSKmCSE. D’ailleurs, à cause des 
'*riangles égaux ASE, ASB' , l’angle ASE — ASB'j 
donc CSE ou CSK=ASC — ASB'. 

Il résulte de là que le problème sera possible toutes 
les fois qiie le troisiènie angle CSB” sera plus petit 
que la somme des deux autres ASC, ASB', et plus, 
grand que leur différence : condition qui s’accorde 
avec le théorème xxi ; car, en vertu de ce théorème, 
il faut qu'on ait CSB" < ASC -t- ASB'; il faut aussi 
qu’on ait ASC < CSB" -f- ASB', ou CSB* > ASC — 
.ASB’. 

PROPOSITION XXV, 

' P B O B L Â M B. 

fftan/ donnés deux des trois angles plans 
qui Jormeni un angle solide^ avec l’angle que 
leurs plans Jbnt entre eux , trouver le troisième 
angle plan. - ' 

Soient ASC, ASB', les deux angles plans donnés, 
et supposons pour un moment que CSB" soit le troi- 
' siènie angle que l'on cherche , alors , en faisant la 
même construction que dans le problème précédent ,, 
l’angle compris entre les plans des deux premiers 
serait p,A^. Or , de même qu'on détermine l’angle 
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EA^ par ie moyen de CSB”, les deux autres étant 
donnés, de même on peut déterminer CSB” par le 
moyen de EAé, ce qui résoudra le problème pro- 
posé. 

Ayant pris SB' à volonté , abaissez sur SA la per- 
pendiculaire indéfinie B'E, faites l'angle EAé égal a , 
l’angle des deux plans donnés; du point b où le cèté 
Kb rencontre la circonférence décrite du centre A et 
du rayon AB', abaissez sur A£ la perpendiculaire 
, et du point O abaissez sur SC la perpendiculaiie 
indéfinie OCB", que vous terminerez en B" de ma- 
nière que SB' = SB'; l’angle CSB* sera le troisième 
angle plan demandé. 

^ Car si on forme un angle solide avec les trois an- 
gles plans B'SA, ASC, CSB”, l’inclinaison des plans 
où sont les angles donnés ASB', ASC, sera égale à 
l'angle donné £A^. 

Scholie. Si un angle solide est quadruple , ou formé gg, ,ÿg. 
par quatre angles plans ASB , BSC , CSD , DSA , la 
connaissance de ces angles ne suffit pas pour déter- 
miner les inclinaisons mutuelles de leurs plans; car 
avec les mêmes angles plans on pourrait former une 
infinité d’angles solides. Mais si on ajoute une condi- 
lion , par exemple , si on donne l’inclinaison des deux ' 
plans ASB , BSC, alors l’angle solide est entièrement 
déterminé , et on pourra' trouver l’inclinaison de 
deux de ses plans quelconques. En effet, imaginer- 
Un angle solide tfÿfle formé par les angles plans ASB, 

BSC, ASC; les deux premiers angles sont donnési 
ainsi que l’inclinaison de leurs plans; on pourra don^ 
déterminer, par le problème qu'on vient de résoudre* 
le troisième angle ASC. Ensuite, si on considère 
l'angle solide triple formé par les angles plans ASC, 

AbÜ, use, ces trois angles sont connus ; ainsi l'angle 
solide est entièrement déterminé. Mais l'angle solide 
quadruple est formé par la réunion des deux angles 
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solides triples dont on vient de parler ; donc, puisque 
ces angles partiels sont connus et déterminés, l’angle 
total sera pareillement connu et déterminé. 

L’angle des deux plans ASD , DSC , se trouverait 
immédiatement par le moyen du second angle solide 
partiel. Quant à l’angle des deux plans RSC, GSD, il 
faudrait dans un angle solide partiel chercher l’angle 
compris entre les deux plans ASC, DSC, et dans 
l'autre l’angle compris entre les deux plans ASC , 
DSC ; la somme de ces deux angles serait l'angle com- 
pris entre les plans DSC, DSC. 

^ On trouvera de la même manière que , pour dé- 
, terminer un angle solide quintuple, il faut connaître, 
outre les cinq angles plans qui le composent, deux 
' des'inclinajsons mutuelles de leurs plans ; il en fau- 
drait trois dans l’angle solide sextuple, et ainsi de 
suite. 




Digitired by.Google 




40tV*t 

LIVRE VI. 


LES POLYÈDRES. 

DEFINITIONS. 



I. On appelle solide pofyedrèy ou simplement po- 
lyèdre, tout solide termine par des plans ou des face* 
planes. ( Ces plans sont nécessairement terminés eux* 
mêmes par des lignes droites.) On appelle en parti 
culier tétrwedre le solide qui a quatre laces ; hexaèdre 
celui qui en a six ; octaèdre celui qui en a huit ; do- 
décaèdre celui qui en a douze ; icosaèdre celui qui en 
a vingt, etc. 

Le tétiaèdre est le plus simple des polyèdres ; car 
il faut au moins trôis plans pour former un angle so- 
lide, et ces trois plans laissent un vide qui , pour êtie 
fermé , exige au moins un quatrième plan. 

IL L'intersection commune de deux faces adjacentes 
d'un polyèdre s’appelle côté ou arête du polyèdre. 

III. On appelle polyèdre régulier celui dont toutes 
les faces sont des polygones réguliers égaux, et dont 
tous les angles solides sont égaux entre eux. Ces po- 
lyèdres sont au nombre de cinq. y<yez l'appendice 
aux livres VI et VII. 

IV. Le prisme est un solide compris sous plusieurs 
plans parallélogrammes, terminés de part et d'autre 
par deux plans polygones égaux et parallèles. 

Pour construire ce solide, soit ABCDE un poly- «g. aoo. 
gone quelconque; si dans un plan parallèle à ABC, 
on mène les lignes FG, GH, HI , etc,, égales et pa- 
rallèles aux côtés AB, BG, CD, etc., ce qui former^ 

II 
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‘Le polygone ABCDË s’appelle la ht^e de la pyro^ 
mi Je , le point S en esC ie sommet, et l’ensemble des 
triangles ASfi, BSC| etc.’, forme la sut^ace convexe 
ou latérale de 1*: pyramide. 

XII. La hautmràie U pyramide est la perpendicu- 

laire abaissée du sommet fur le plan de la base-, pro-' 
longé s’il est nécessaire. ' • 

XIII. La pyramide est trian^ilaire , quadrangu- 

laire, etc., selon que la base est un triangle, un qua-, 
Jrilatère, etc. . ' 

XIV. Une pyramide est régulière, lorsque la base, 
est un polygone régulier, et qu’en même temps- la 
perpendiculaire abaissée du sommet sûr ie plan de la 
base passe par le centre de cette base : cette ligne 
s'appelle alors Vaxe de la pyramide. 

XV. Diagonale d’un , polyèdre eSt la drujte qui joint 
les sommets de deux angles solides non adjacents. 

XVI. J'appellerai polyèdres symétriques deux . 
polyèdres qui, ayant une base commune, sont cous- ' ' ‘ 
truils semblablement, l'un au-dessus du plan de cette, 
base, l’autre au-dessous, avec cette condition que les 
sommets des angles solides homoiogues soient situés 

à égales distances du plan de la . base, sur, une même 
droite perpendiculaire à ce plan. 

Far exemple, si la droite S'I' est perpendiculaire fig. aoi 
au plan ABC, et qu’au point O, où elle rencontre ce 
plan , elle soit divisée en deux parties égales , les deux 
pyramides SABG, TABG,qui ont la base commune 
AJIC, seront deux polyèdres symétriques- 

XVII. Deux pyramides triangulaires sont sembla- 
bles, lorsqu’elles ont deux laces semblables chacune 
à chacune, semblablement placées et également incli- 
nées entre elles. 

Ainsi, en supposant les angles ABC:=: DE1<', BaG ng. 
s=:£DF, ABS = ü£T, BAS=F.DT, si en outie l’in- 
clinaison des plans ABS, ABC, est égale à çeüe dq 

il. 
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leurs homologues DTE, DEF, les pjramide^ SADC, 
TDEF, seront semblables. , 

KVIII. Ajant formé un triangle avec les sommets 
de trois angles pris sur une même face ou base d’un 
polyèdre, on peut imaginer que les sommets des dif* 
férents angles solides du polyèdre, situés hors du 
plan de cette base , soient ceux d'autant de pyramides 
triangulaires qui ont pour base commune le triangle 
désigné, et chacune de ces pyramides déterminera la 
position de chaque angle solide du polyèdre par rap- 
port à la base. Cela posé : 

■ Deux polyèdres sont temblables lorsqu'ayant des 
bases semblables, les sommets des angles solides ho- 
mologues, hors de ces bases, sont déterminés par des 
pyramides triangulaires semblables chacune à chacune» 
XIX. J’appellerai sommets d'un polyèdre les points 
situés aux sommets de ses différents angles solides. 

h. Tout les polyèdres qne aoai coosidèruDS sont des pnlyèdm 
i %ng1es saillants oo ftolrèdrea convexts. Non» appelons ainsT cens 
^oot la surface ne pent être rencontrée par une ligne droite en pins 
de deux pointa. Dans ces sortes de polyèdres le plan prolongé d'une 
face no peut cou]>er le solide; il est donc imposMlde que le polyèdre 
sint en partie an dcsaus du plan d'une face, en partie au-dessous ; -il 
est tout entier d'un mêaae cAté de ce plan. 

- ♦ ' 

PROPOSITION PREMIÈRE. 
tbkobkmb. 

Deux polyèdres ne peuoent avoir les mêmes 
sommets et en tnéme nombre sans coïncider l'un 
avec l'autre 

Car supposons l'un des polyèdres déjà construit, 
si on veut en construire un autre qui ait les même^ 
sommets et en même nombre, il faudra que les plans 
de celui-ci ne passent pas tous par les mêmes points 
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que, dans le premier, sans quoi iis ne diiféreraient 
pas l'un de l’autre : mais alors il est clair que quel- 
ques-uns des nouveaux plans couperaient le premier 
polywlref il y aurait des sommets au-dessus de ces 
plans , et des sommets au-dessous , ce qui ne peut con- 
venir à un polyèdre convexe : donc, si deux polyèdres 
ont les mêmes sommets et en même nombre, ils 
doivent nécessairement coïncider l'un avec l'autre. 

ücholie. Etant donnés de position les points A, 

G, K, etc. , qui doivent servir de sommets à un po- 
lyèdre, il est facile de décrire le polyèdre. 

Choisissez d'abord trois points voisins D, E, H, fig.ao4. 
tels que le plan DEH passe, s’il y a lieu, par de nou- 
veaux points K, G, mais laisse tous les autres d’un 
même côté, tous au-dessus du plan ou tous au- 
dessous; le plan DEH ou DEHKC, ainsi déterminéi 
sera une face du solide. Suivant un de ses côtés EH, 
conduisez un plan ‘que vous ferez tourner jusqu’à oe 
qu’il rencontre un nouveau sommet F , ou plusieurs 
à-la-fois F , I ; vous aurez une seconde face qui sera 
FEH ou FEHI. Continuez ainsi en faisant passer des 
plans par les cotés trouvés jusqu’à ce que le solide ' 
soit terminé de toutes parts : ce solide sera le polyèdre 
demandé , car il n’y en a pas deux qui puissent avoir 
les mêmes sommets. • • 

PROPOSITION II. 

Dans deux polyèdres symétriques les faces 
homologues sont égales chacune à chacune, et 
V inclinaison de deux faces adjacentes , dans un 
de ces solides , est égale à V inclinaison des faces 
■homologues dans l’autre. . 

Soit ABCDE la base Commune aux deux polyèdres, Tol'. 
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Boient M et N les sommets de deux angles solides 
quelconques de l’un des polyèdres, M' et N' les som- 
tuots liomoloniies de l’autre polyèdre; il faudra, sui* 
vaut lu déKnitiuii, qne les droites MM',‘ MN', soient 
perpendiculaires au plan ABC, et qu’elles soienliUvi* 
sèes en deux parties égales aux points m et n où elles 
rencontrent ce plan. Gela posé, je dis que la distance 
>1N est égale à M'N'r 

• (’/«r si on fait tourner le trapèze m M'N're autour 
Aernn jusqu’à ce que son plan s’applique siij' le plan 
Wî MN/t; à cause des angles droits en m et en./i, le. 
côté /wM' tombera sur son égal mil, et sur «N ; 
donc les deux trapèzes coïncideront, et on aura 

' Soit P un troisième sommet du polyèdre supérieur , 
et P' son homologue dans, l’autre, on aura de même.. 
MP=-M'P' et NP=N'P'; donc le triangle MNP, 
fui joint trois sommets quelconques du polyèdre su~ 
pAieur, est égal au^riattgle üi'WV qui joint Us trois 
sommets homologues de Vautre polyèdre. 

Si parmi ces triangles on considère seulement ceux 
qiii sont formés à la surface de.s polyèdres, on peut 
déjà conclure que les surfaces des deux polyèdres 
sont composées d’un même nombre de triangles égaux 
chacun à chacun. ' ' 

Je di.s maintenant que si des triangles sont dans un 
même plan sur une sxufaoe et forment une même face 
polygone, les triangles homologues seront dans un 
même plan sur l’autre surface et formeront une face . 
polygone égale. 

En effet , soient MPN, NPQ, deux triangles adja- 
cents qu’on suppose d.ins un même plan , et soient 
M'P'N’, N'P'Q', leurs homologues. On a l’angle 
MNP=xM'N'P', l’angle PNQ=P'N'Q'; et si on 
joignait MQ et M'Q', le triangle WNQ serait égal à 
M'N'Q', ainsi on aurait . l’angle MNQ = M'N'Q'. 
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Mais puisque MPNQ est un seul plan , on a l'angle 
MNQ=:.MNP4-PNQ; donc on aura aussi 
i=:ftrN'P'-t- P’N'Q'. Or, si les trois plans M'N'P'. 

■ P’N'Q', M'N'Q', n’étaient pas confondus en lui 
'seul , ces trois plans formeraient un angle solide , et 
on aurait * l’angle M' N' Q' < M' N' P' 4- P' Q' ; 
donc , puisque cette condition n’a pas lieu , les deuit 
• tria'ngles M’N'P', P'N'Q', sont dans un même plan. 

11 suit de là que chaque face, soit triangulaire, soit 
polygone, dans un polyèdre , répond à une face égale, 
dans l’autre, et qu’aihsi les deux polyèdres sont com-i 
pris sous un même nombre de plans égaux , cliacuu à 
chacun. , 

11 reste à prouver que l'inclinaison de deux façes 
adjacentes quelconques dans l’un des polyèdres est 
égale à l’inclinaison des deux faces homologues dans 
l’autre. 

Soient MPN, NPQ , deux ■ triangles formés sur 
l’aréte commune NP dans les plans des deux faces 
adjacentes; soient M'P'N', N'P'Q', leurs homolo- 
giies; on peut concevoir en N un angle solide formé 
pai les trois angles plans MNQ, MNP, PNQ, et en 
N' un angle solide formé par les trois M'N'Q', 
M'N'P', P'N'Q'. Or, on a déjà prouvé que ces angles 
plans sont égaux chacun à chacun; donc l'inclinaison 
des deux plans MNP, PNQ, est égale à celle dè leurs 
homologues M'N'P', P'N’Q'*. 

Donc , dans les polyèdres symétriques , les face® 
sont égales chacune à chacune, et les plans de deux 
faces quelconques adjacentes d’un des solides , ont 
entre eux la même inclinaison que les plans des deux 
laces homologues de l’autre solide. 

Sc^iolie. On peut remarquer que les angles solides 
d'iut polyèdre sont les spnétriques des angles solides 
de rautre polyèdre ; car si l’angle solide N .est forme 
par les plans MNP, PNQ, QNR, etc., son horaoli^ 
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gue N''est formé par les plans M'N'P', P'N'Q', 

Q N R , etc. Ceux-ci paraissent disposés dans le 
même ordre que les autres ; mais comme les deux 
angles solides sont dans une situation inverse l’un par 
rapport à 1 autre, il s ensuit que la disposition réelle 
des plans qui forment l’angle solide N' est l’inverse 
de celle qui a lieu dans l’angle homologue N. D’all- 
léurs les inclinaisons des plans consécutifs sont égales 
dans 1 un et dans l’autre angle solide; donc ces angles 
solides sont symétriques l’un de l’autre, te 

■ ' scholie de la prop. XXIll, Iw. V. ‘ . 

Cette remarque prouve qu’un pmtjredre quelconque 
ne peut avoir qu'un seul polyèdre symétrique. Car si on 
construisait sur une autre hase un nouveau polyèdre 
symétrique au polyèdre donné, les angles solides 
de celui-ci seraient toujours symétriques des angles 
du polyèdre donné; donc ils seraient égaux à ceux 
du polyèdre symétrique construit sur la première 
Jt»ase. D’ailleurs les faces homologues seraient toujours 
égales; donc ces deux polyèdres symétriques cons- 
truits sur une base ou sur une autre auraient lés faces 
' égales et les angles solides égaux ; donc ils coïncide- 
' raient par la superposition , et ne feraient qu*un seul 
et' même polyèdre. 

PROPOSITION III. 

TRÉOBBMB. ’ ' . 

Deux prisnîçs sont égaux lorsqu'ils ont un 
angle solide compris entre trois plans égaux 
chacun à chacun et semblablement placés^ 

■ Soit la base ABCDE égale à la base abede, le pa- 

rallélogramme ABGF égal au parallélogramme abgf, 
et le parallélogramme BCHG égal au parallélogramme 
l>éhg;\e dis ijue le prisme ABCI sera égal au prisme ' 
abei, - , 
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Car toit posée la base ABCDE sur son égale abcde^ 
ces deux bases''coïncideront : mais les trois angles ' 

- plans qui forment' l’angle solide B sont égaux aux 
trois angles plans qui forment l’angle solide b, cha- 
cun à chacun, savoir, ABC^o^c, KÜG=iabg, et 
G]iC,—gbc; de plus ces angles sont semblablement 
placés : donc les angles solides B et ^ sont égaux, et ' 
par conséquent le côté BG tombera sur son égal bg. 

On voit aussi qu’à cause des parallélogrammes égaux , 
ABGF, abgf, le côté GF tombera sur son égal g/\^ 
et semblablement GH 'sur gh;^ donc la base supé- 
rieure FGHIK. ooîncidei-a entièrement avec son égale 
fghïk , et les deux solides seront confondus en un 
seul, puisqu’ils auront les mêmes sommets*. ‘ • **• 
Corollaire, Deux prismes droits qui ont des bases 
égales et des hauteurs égales sont égaux. Car avant 
le côté AB égal à ab, et la hauteur BG égale à bg, le 
, rectangle ABGF sera égal au rectangle abgf; il eh 
sera de même des rectangles BGIIC, bghc; ainsi les 
trois plans qui forment, l’angle solide B sont égaux 
aux trois qui forment l'angle solide b. Donc les deiix 
prismes sont égaux. • 

1 

PROPosrrioN iv. 

THÉOHâlSB. 

t , • , 

Dans^ tout parallêlipipède les plans opposés 
sont égaux et parallèles. . . - 

Suivant la définition <Ie ce solide, les bases ABCD, *«• “**• 
EFGH, sont des parallélogrammes égaux, et leurs 
côtés sont parallèles : il reste donc à démontrer que 
la même chose a lieu pour deux faces latérales oppo- 
sées , telles que AËHD, BFGC. Or, AD est égale et 
parallèle à BG, puisque la figure ABCD est un parai-. 
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lélogramme; par une raison semblable AE est égale 
et parallèle à îlK : donc l’angle DAE est égal à l’angle 
*3i, s. (.BI* *, et le plan DAE parallèle à CBF ; done aussi le 
parallélogramme DAEH est égal au parailélograninie 
CBEG. On démontrera de même que les parallélo- 
grammes opposés ABFE, DCGH, sont égaux et pa- 
rallèles. 

CoroUnire. Puisque le parallélipipède est un solide 
compris sous six plans dbnt les opposés sont égaux et 
parallèles, il s’ensuit qu’une face quelconque .et son 
opposée peuvent être prises pour les bases du paral- 
'lélipipède. ' ' ■ ■ 

' Scholié. Etant données trois droites, AB, AÈ, AD, 
passant par un même point A, et faisant entre elles 
des angles donnés , on peut sur ces trois droites cona- 
. tniire un parallélipipède; il faut pour cela -mener 
par l'extrémité de chaque droite un plan parallèle 
nu plan des deux antres; savoir, par le point B un 
' plan parallèle à DAE, par le point D un plan paral- 
lèle à BAE , et par le point E un plan parallèle à BAD. 
Les rencontres mutuelles de ces plans formeront le 
parallélipipède demandé. 

PROPOSITION V. 

T H É O R â M B. 

Dans tout parallélipipède, les angles solides • 
.opposes sont symétriques l'-un de l’aiUre ; et 
les diagonales menées- par les sommets de ces 
angles se coupent mutuellement en deux parties 
égales. 

rig..ao6. Comparons, par exemple, l’angle solide A à son 
opposé G ; l’angle EAB, égal à EFB, est aussi égal à 
HGC, l’angle DAE — DHE = CGF, et l’angle DAB 
t=DCB — HGF; donc les trois angles plans qui foi> 
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ment l’angle solide A sont égaux aux trois qui forment . . 
l'angle solide 6, chacun à chacun; d'ailleurs il est ' 
facile de voir que leur disposition est différente dans 
l'un et dans l’auti e; donc 1 “ les deux angles solides A 
et G sont symétriques l'un d« l’autre *. * ï- 

' En second lieu ,* imaginons deux diagonales ËG^ 

AG , menées l'one et l'autre par des sommets opposés : 
puisque AË est égale et parallèle à CG , la figure AEGC 
est un parallélo^mme; donc les diagonales EC, AG, 
se couperont, inutuellement en deux parties égaies 
On démontrera de même que la diagonale EC et une ' 
autre DF se couperont aussi en deux parties égales; 
donc a" les quatre diagonales se couperont nintuel- 
lement en deux parties égalés , dans un même point 
qu’on peut regarder comme le centre du paralléli- 
pîpètle. - , _ . . V 

• - A 

PROPOSITION VI. • ^ 

*THÉOBKMS. 

s 

• •* 

Le pioft BDHF, qui passe par deux arêtes «g. »*r 
paralVeles opposées BF , DH , divise le paral- 
lélipipede AG en deux prismes, triangulaires 
ABDHEF, GHFBCD, symétriques Fan- de 
r autre. • - • 

'D’abord ces deux solides sont des prismes; car les . 
tria ngles ABD , EFH , ayant leurs côtés égaux et parai* 
lèles , sont égaux , et en même temps les faces latérales 
ABFE, ADHE, BDHF, 'sont des parallélogrammes; 
donc le solide ABDHEF est un prrsme : il en est de 
même du solide GHFBCD.de dis maintenant que ces 
deux prismes sont symétriques l’on de l'autre. 

Sur la base ABD faîtes le prisme ABDE'F’W' que 
.sort le sÿmetriquè «lu prisme ABDEFII. Suivant* 
ce qui a été démontré *, le plan AUF'E’ est égal à . * ’• 
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' ABFE, et le plan ADH'E', nst ëgal à AÔHE; niait 
si on compare le prisme GHFBCD gu prisme 
, ABDH'E'F', la base GHF est égale à ABD; le pa- 
rallélogramme GHDC, qui est -égal à ABFE, est aussi 
égal à ABF'E', et le parallélogramme GFBC , qui 
est égal à ADHE, est aussi égal >à ADH'Ë'; donc 
les trois plans qui forment l’angle solide G dans le 
prisme GHFBCU, sont égaux aux trois plans qui for- 
ment l'angle solide A dans le prisme ABDH'E'F', 
chacun à chacun, d'ailleurs ils sont disposés sem- 
; blablement; donc ces deux prismes sont égaux *, 
et pourraient être 'superposé. Mais i’un d'eux 
ABDH'E'F^ ^ est symétrique du prisme ABDHEF^ 
.donc l’autre, GHFBCD, est aussi le symétrique de 


• 

ABDHEF. ... '' 

• "* . ' ■ 



> 

PROPOSITION vri. 




LEMMB. 


• 


fig.sot. Dans tout prisrtie ABCI, les sections NOPQR 
STA'X Y , yàt/er par des plans parallèles, sont- 
des polygones égaux. ' ^ 

Car les côtés NO, ST, sont parallèles, comme étant 
■ les intersections de deux plans parallèles par un troi- 
sième plan ABGF; ces mêmes côtés NO, 'ST,. sont 
compris entre les parallèles NS, OT, qui sont côtés 
du prisme; donc NO est égal à ST. Par une semblable 
raison les côtés OP, PQ, QR, etc., de la section 
NOPQR i sont égaux respectivement aux côtés TV, 
VX, XY, etc., de la section STVXY. D'ailleurs les 
côtés égaux étant en même temps parallèles il s'en- 
suit que les angles NOP, OPQ, etc., de la première 
section , sont égaux respectivement aux angles STV, 
TVX, etc., de la seconde. Donc les deux sections 
NOPQR, S'TVXy , sont des polygones égaux. 
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‘ CoraUaxre. Toute section faite dans un prisme pa- 
rallèlement à sa base , est égale i cette base. 

, PROPOSITION VIII. 

~ ' TRÉORéllB. 

Les deux prismes triangulaires symétriques «r. 
ABDHEF, BCDFGII, dans lesquels se décompose 
le parallélipipede AG, sont équivalents entre 
eux. 

Par les sommets B et F menez perpendiculairement 
au côté BF, les plans Ba^fc, FeA^, qui rencontreront, 
d'une part en a , d , c , de l'autre en e, A, les trois 
autres côtés AE, DH , CG, du même parallélipipède^ 
les sections hadc, F<;A^, seront des parallélogrammeg 
égaux. Ces sections sont égales, parce qu’elles sont faites 
par des plans perpendiculaires à une même droite et 
'par conséquent parallèle.s elles sont des parallélo- * * 7* 
grammes, parce que dèiix côtés; opposés d’une même 
section aQ^dc, sont les intersections de deux plans 
parallèles ABFE, DCGH, par un même plan. 

Par une raison semblable, la figure Ba«F est un 
parallélogramme , 'ainsi que les autres faces latérales 
BF^'C, cdhg, adhe, du solide YiadcYehg ; donc ce so- 
lide est un prisme * ; et ce prisme est droit , puisque •HL 
le côté BF est perpendiculaire au plan de la base. 

Cela posé , si par le plan BFHD on divise le prisme 
droit BA en deux prbmes triangulaires droits aüdeYh , 
■Bd'cFA^; je dis que le prisme triangulaire oblique 
ABUEFH , sera équivalent au prisme triauguiaii^ 
droit ahdéYk. 

En effet ces deux prismes ayant une partie com- 
mune ABOAeF, il suffira de prouver que les parties- 
restantes, savoir ^ les solides BaAD</, FeEHA sont 
équivalents entre eux. 
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Or, k cause des parallélogrammes ABFE, âBFe,l«s 
côtés AE, ae, égaux à leur parallèle BF, sont égaux 
entre eux; ainsi, en ôtant la partie commune Ae, il 
restera Aa = Ee. On prouvera de même que Dd = HA. 

Maintenant , pour opérer la superposition des deux 
solides BaAD</, FeEHA, plaçons la base FcA sur son 
égale Barf; alors le pointe tombant en a, et le point 
A en d, les côtés eE, hH, tomberont sur leurs égaux 
aA , (/D, puisqu’ils sont perpeniliculaires au même 
plan Bad. Donc les deux solides dont il s’agit coïnci- 
deront entièrement l’un avec l’autre; donc le prisme 
oblique BADFEH est équivalent au prisme droit 
Badl^eh. 

On démontrera semblablement que le prisme obli- 
que BDCFHG est équivalent au prisme droit BtA-FA^^; 
Mais les deux prismes droits BadFcfi, BdcF/ig sont 
égaux entre eux, puisqu’ils ont même hauteur BF, 
et que leurs bases Ba</, Bdc sont moitiés d'un même 
parallélogramme *. Donc les deux prismes triangu- 
laires BADFEH, BDCFHG, équivalents à des prismes 
égaux, sont équivalents entre eux. 

Corollaire. Tout prisme triangulaire ABDHEF est 
la moitié du parallélipipède AG , construit sur le 
même angle solide A , avec les mêmes arêtes AB , 
AD, AE. ‘ ■- 

PROPOSlTiON IX; ' :~ 

THBOHâMX ' " 

.Si deux fju/allcli/^ipèdes AG, AL, ont une 
base coninuine ABC!) , et que leurs bases supè^ 
Heures EFGH , 1K.LM , soient comprises dans un 
même plan et entre les mêmes parallèles 
Hij, ces deux parallélipipèdes seront équiva- 
lents entre eux. ' ' ' ' , 
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11 peut arriver trois c^, selon que 'El est plus ij 
grantl) plus petit ou égal à EF ; mais la démonstration*^, 
est la même pour tous : et d'abord je dis que le prisme 
triangulaire AËIDHM est égal au prisme triangulaire 
BFKCGL. 

En effet) puisque A£ est parallèle à BF et IIE à 
GF, l’angle .AEI = BFK, HE1 = GFK, et IlEA :^ 
GFB. Ue ces six angles les trois premiers forment 
l’angle solide E, les trois autres forment l’angle solide 
F J donc, puisque les angles plans sont égaux chacun 
à chacun., et semblablement disposés, il s’ensuit que 
les angles solides E et F, sont égaux. Maintenant, si 
on pose le prisme AEM sur le prisme BFL , et d'abord 
la base AEl sur la base BFK, ces deux bases étant 
égales, coïncideront ; et puisque l’angle solide £ est 
égal à l’angle solide F, le côté £11 tombera sur son 
égal FG : il n’en faut pas davantage pour prouver que 
les deux prismes coïncideront dans toute leur éten' 
due; car la base AEI et l’arête EH déterminent le 
prisme AEM, comme la base BFK et l’arête FG dé' 
terminent le prisme BFL *J donc ces prismes sont 
égaux. 

Mais si du solide AL bn reb^nche le prisme AEM, 

U restera le parallélipipède AIL ; et si du même so- 
lide AL on retranche le prisme BF'L , il restera le 
parallélipipède AEG; donc les deux parallélipipèdes 
AIL, AEG, sont équivalents entre eux. 


• 3 . 


pROPosrnoN X; 


' ÏHÉORÈltE. 

Deux parallélipipèdes de même base et de 
même hauteur sont équivalents entre eux. 

Soit ABCD la base commune aux deux paralléli- fig.'ito. 
pipèdes AG , AL; puisqu’ils ont même hauteur , leurs 
bases supérieures EFGU, (KLM, seront sur le même 
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plan. De plus les côtés EF et AB soôt égaux et parai- • 
lèles , il en est de même de IK. et AB ; donc EF est égal 
et parallèle à IK : par une raison seqiblable GF est 
égal et parallèle à LK. Soient prolongés les côtés EF, 
HG, ainsi que LR, IM, jusqu’à ce que les uns et les 
autres forment par leurs intersections le parallélo- 
gramme NOPQ, il est clair que ce parallélogramme 
sera égal h chacune des bases EFGH, IKLM. Or si 
on imagine un troisième parallélipipède qui, avec la 
même base inférieure ABCD , ait pour base supérieure 
KOPQ , ce troisième parallélipipède serait équivalent 
. . au parallélipipède AG", piiisqu’ayant même base infé- 

* rieure, les bases supérieures sont comprises dans un 

même plan et entre les parallèlesGQ,FN.Parlamême 

raison ce troisième parallélipipède serait équivalent 
au parallélipipède AL; donc les deux parallélipipèdes 
AG, al, qui ont même base et même hauteur, sont 
équivalents entre eux. 

PROPOSITION XI. ’ . 

, ■ • - th É oaéME. 

Tout parallélipipède peut être changé en un 
parallélipipède rectangle équivalent qui aura 
même hauteur et une base équivalente. 

- „„ Soit AG le parallélipipède proposé; des poinu A, 
B, G, D, menez AI, BK,CL,DM, perpendiculaires 
au plan de la base , vous formerez ainsi le parallélipi- 
pède AL équivalent au parallélipipède AG, et dont les 
' faces latérales AK , BL, etc. , seront des rectangles. Si 
donc la b.isc ABCD est un rectangle, AL sera le paral- 
lélipipède rectangle équivalent au parallélipipède pro- 
posé AG. Mais si ABCD n’est pas un rectangle, menez 
AO et BN perpeiuliculaires sur CD, ensuite OQ et 
N P perpendiculaires sur la base , vous aurez le solide 
ABNOIKPQ qui sera un parallélipipède rectangle : 
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en effet, par constructiou , la base ABNO et son op- r 
posée IKPQ sont des rectangles; les faces latérales en 
sont aussi, puisque les arêtes AI, OQ, etc. , sont per- 
' ' péndiculaires au plan de la base; donc le solide AP 
est un parallélipipède rectangle. Mais les deux paral- 
lélipipèdes AP, AL, peuvent être censés avoir même' • . 
base ABKI et même hauteur AO : donc ils sont équi- 
valents; donc le parallélipipède AG, qu’on avait d’a- 
bord changé en un parallélipipède équivalent AL, se '* *"• 
trouve de nouveau changé en un parallélipipède rec- 
tangle équivalent AP, qui a la même hauteur AI, et 
dont la base ABNO est équivalente à la base ABCD. 

I. PROPOSITION XII. • 

' , TBÉOHÊMB. ; . . 

Deux parullélipipcdes rectangles AG, AL, fig.au. 

, ‘ qui ont la même hase ABCD, sont entre eux 
comme leurs hauteurs AE, AI. 

Supposons d’abord que les hauteurs AE, Ai, soietat 
• entre elles connpe deux nombres entiers, par exemple, 
comme i On divisera AE en 1 5 parties égales, 

dont Al contiendra 8, èt par les points de division a:, 

Z, etc., on l^nera des plans parallèles à la basé. 

Ces plans part^eront le solide AG en i5 parallélipb 
pèdcs partiels qui seront tous égaux entre eux, comme 
ayant des bases égales et des hauteurs égales ; des bases 
égales, parce que toute section comme MIKL, faite 
^ dans un prisme parallèlement à sa base ABCD, ést égale 

à cette base"*; des hauteurs égales, parce que ces hau- ^ *7. 
leurs sont les divisions mômes Ax, xjr^xz, etc. Or, 
de ces i5 parallélipipédes égaux hiut sont contenus 
dans AL; donc le solide AG est au solide AL comme 
1 5 est à 8, ou en général comme la hauteur AE est à 
la hauteur AI. , 

ta . ' . 


Digitized by Google 


^ iijé Gioùititkr 

En second lieu,' si le rapport de AE à AI ne péilt 
s’exprimer" en nombres, je dis qu’on n’en aura pas 
moins solid. AG : solid. AL : : AE ; AI. Car , si <^tte 
proportion n’a pas lieu, supposons qu’on ail m/. AG : 
sôf. AL : : AE : AO. Divisez AE en parties égales dont 
chacune soit plus petite que OI , il y aura au moins 
un point de division m entre O et I. Soit P le paral- 
• lëlipipètle qui a pour base AHCD et pour hauteur 
Am; puisque les hauteurs AE, Am sont entre elles 
comme deux nombres entiers, on aura sol. AG : P :: 
AE : Am. Mais on a, par hypothèse, sol. AG : sol. AL î: 
AE : AO; de là résulte sol. AL ; P : : AO : Am. Mais AO 
est plus'grand que Km; donc il faudrait, pour que la ' 
proportioa eftt lieu, que le solide AL fi\t plus grand 
que P. Or au contraire il est plus petit : donc il est 
impossible que le quatrième terme de la proportion 
sol. AG ; soi. AL :: AE : x, soit une ligne plus grande 
que AL Par un raisonnement semblable on démon- : 
trerait que le quatrième terme ne peut être plus petit 
, que Al ; donc il est égal à AI ; donc les parallélipipèdes 
rectangles de même base sont entre eux comme leurs 
hauteurs. ^ 
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PROPOSITION Xlll. 


TpEOaBME. 




Deux parallélipipèdes rectangles AG, AK., 
qui ont même hauteur A E, .sont entre eux comme 
leurs hases ABCl), AMNü. 

Ayant placé les deux solides l'un à côté de l’autre, 
comme la ligure les représente , prolongez le plau 
ONKL, jusqu’à ce qu’il rencontre le plan DCGU sui- 
vant PQ, vous aurez un troisième parallélipipède AQ, 
qu'on pourra comparera chacun des parallélipipèdes 
AG , AK. Les deux solides AG, AQ, ayant même bas* 


Digitized by Google 


1 1 V a li y t. ' ' , ijjj 

AEHL), sont entre eux comme leurs hauteurs AO, AB j 
pareillement les deux solides AQ, AK, ayant même 
hase AO LE, sont entre eux comme leurs hauteurs 
AD, AM. Ainsi on aura les deux proportions, ^ 
sol. AG : sol. AQ AB : AO, 

' . sol. AQ : sol. AK ;; AD : AM. • ' 

Multipliant ces'deux proportions par ordre, et umet^ 
tant, dans le résultat, le multiplicateur commun sol. 
AQ, on aura, 

sol. AG : sol. AK :: AB x AD : AO x AM. 

Mais AB X AD représente la base ABCD,et AOx AM' 
représente la base AMNO ; donc deux parallélipi- 
pèdcs rectangles de même hauteur sont entre etix 
comme leurs bases., ' . , ' 

i r PROPOSITION X.1V. ' V 

- • : ' , THÉOaâMB. . .. 


V' • - ^ 

■ Deux paraUétipipèdes rectangles quelconques 
sont entre eux comme les produits de leurs hases . 
par leurs hauteurs , ou comme les produits de 
leurs trois dimensions. 

Car ayant placé les deux solides .\G , AZ, de ma. 
nière que leurs surfaces aient l'angle commun BAEt 
prolongez les -plans nécessaires pour former le troi- 
sième parallélipipède AK de même hauteur avec le 
parallelipipède AG. On auia , par la proposition pré- 
cédente, 

«o/.‘ AG : sol. AK ;; ABCD : AMîVO. " ’ - 
Mais les deux parallélipipèdes Aly, AZ, qui out même 
hase AMNO, sont entre eux comme leurs hauteurs 
AË, AK ; ainsi on a, , ^ ^ 

. Sol. AK : n}/. AZ .."AK ; AK.^^ ’ ; 

Multipliant ces deux proportions par ordre, et uinei- 
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tant, dans le résultat, le nmltipiicàteur commun 

AK, on aura 

^ soL AG : sol. AZ : : ABCD x AE : AMNO X AX. - • 
A la place des bases ABCD et AMNO, on peut mettre 
ABx AD et AO X AM, ce qui donnera, 
sol. KG : sol. AZ : : ABx AD X AE : AO X AM x AX. 
Donc deux parallélipipèdes rectangles quelconques 
sont enti'C eux , etc. 

Sclwlie. il suit de là qu'on peut prendre pour me- 
sure d'un parallélipipède rectangle le produit de sa- 
base par sa hauteur, ou le produit de ses trois dimen- 
sions. C'est sur ce principe que nous évaluerons tous 
les autres solides. 

Pour l'intelligence de cette mesure il faut se rap- . 
peler qu'on entend par produit de deux ou de plu- 
sieurs lignes, le produit des nombres qui représentent 
ces lignes, et ces nombres dépendent de l’unité linéaire 
qu'on peut prendre à volonté ; cela posé, le produit 
des trois dimensions d’un parallélipipède est un nom- 
bre qui ne signifie rien en lui -même, et qui serait 
différent si on avait pris une autre unité linéaire. Mais' 
si on multiplie de même les trois dimensions d’un autre' 
parallélipipède, en les évaluant d'après la même unité 
linéaire, les deux produits seront entre eux comme 
les solides, et donneront l'idée de leur grandeur. re- 
lative. ' ■ 

La grandeur d’un solide, son volume ou son éten- 
due constituent ce qu’on appelle sa solidüé, et le mot 
de solulitc est employé particulièrement pour désigner 
la mesure d'un solide : ainsi on dit que la solidité d'un 
parallélipipède rectangle est égale au produit de sa 
base par sa hauteur , oq au produit de ses trois di- 
mensions. 

Les trois dimensions du cube étant égales entre 
elles, si le côté est i , la solidité sera i x i + 1 , ou i ; 
si le côté est a, la solidité sera a x a X a, ou 8; si le 
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côté est 3 , la solidité sera 3 X 3 X 3 , ou 27, et ainsi de 
suite; ainsi les côtés des cubes étantconirae les nombres 
1,2, 3, etc., les cubes eux-mêmes ou leurs solidités 
sont comme les nombres i, 8, 27, etc. De là vient qu'on 
appelle en arithmétique cuie d’un nombre le produit 
qui résulte de trois facteurs égaux à ce nombre. > 

Si on proposait de faire un cube double d’un cubg 
donné, il faudrait que le côté du cube cherché fût au 
côté do cube donné comme la racine cube de 2 est à 
l’unité. Or on trouve facilement, par une construc- 
tion géométrique, la racine quarrée de a; mais on ne 
peut pas trouver de même sa racine cube, du moins 
par les simples opérations de la géométrie élémen- 
taire , lesquelles consistent à n’employer que des 
lignes droites dont on connaît deux points, et des 
cercles dont les centres et les rayons sont déterminés 
A raison de cette dilHiculté le problème de la 
duplication du cube a été célèbre parmi les anciens 
géomètres, comme celui de la trisection de Pangle\ 
qui est à-peu-près du même ordre. Mais on connaît 
depuis long -temps les solutions dont ces sortes de 
problèmes sont susceptibles , lesquelles , quoique 
moins simples que les constructions de la géométrie 
élémentaire, ne sont cependant ni moins exactes» 
ni moins rigoureuses. . 

PROPOSITION XV.' , . 

THÉOHÊMB. . 

i 

La solidité d’un paràllélipipède , et en gé. 
nèral la solidité d’un prisme quelconque , est 
égale au produit de sa base par sa hauteur. 

Car 1° un parallélipipède quelconque est équiva- 
lent à un parallélipipède rectangle de même hauteur 
et de base équivalente*. Or la solidité de celui-ci est 
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égale !l sa base multipliée par sa hatitenr; donc la 
soirdité du premier est pareillement égale au produit 
de sa base par .sa hauteur. 

2 " Tout prisme trianguhûre est la moitié du parai* 
élij)ip<'de « onstruit de manière ^u’il ait la même hau^ 
teur et une base double*. Or la solidité de celui-ci est 
égale à sa base mukipliée ]>ar sa hauteur; donc <-elle 
du prisme triangidaire est égale au produit de sa liasé,- 
moitié de celle du parallélipipède, multipliée par sa. 
hauteur. - v 

■■"3” Un prisme ({Uelconque peut être partagé en au- 
tant de prismes triangidaires de même hauteur qu’on ' ■ 
peut former de triangles <laus le polygone qui lui sert ' 
de hase. Mais la solidité de chaque prisme triangulairo 
est égale à sa base multipliée par sa hauteur; et puis- 
que la hauteur est la même potir tous, il s’ensuit que 
la somme de tous les prismes partiels sera égale à la 
somme de tous les triangles qui leur servent de bases, 
multipliée par la hauteur commune. Donc In solidité 
d’tm prisme polygonal quelconque est égale au pro-- 
dnil de sa.ba.se par sa hauteur. 

• Corollaire. Si on compare deux prismes qui ont 
n ème hauteur, les produits des bases par les hau- 
teun) seront comme les bases; donc deux prismes de 
même hauteur sont entre eux comme leurs 'bàses ; par 
une raison semblable , deux prismes de même base sont 
entre eux eomtne leurs hauteurs. 

[ ' PROPOSITION XVI. 

LE K MB. 

> *• 

Si une pyramide SABCDE est coupée par un 
plan Sihtï parallèle à sa hase y 

1 ° Les côtés S A , SB, .SC, ....et la hauteur SO, se- 
ront divisés propàitionnellement en Ay b,c,.. Cf O J 
2° La section abede sera un polygone sembla- 
ble à lu hase 
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« Car I** le» plans ABC, ahe, étant pai’allèles, leurs 
intefsection.s AB, ah, par un troisième^ plan SAB, 
■feront parallèles*; donc les triangles SAB, SnA, sont 
semblables, et on a la proportion SA ; S« SB : S^; 
on aurait de même -SB : SA :: S(< : Sc,. et ainsi de 
suite. Donc tous les <‘6tés SA, SB, SC, etc., sont 
coupés proportionnellement en a. A, c, «te. La hau- 
teur SO est coupée dans la luéroe proportion au 
point Oj car BO et Ao sont parallèles, et ainsi on a 
SO ; So : : SB : SA. 

a» Puisque oA est parallèle à AB, bc i BG, cd h 
CD, etc., l’angle flAc = ABC, l’angle Ac</ = BCD, et 
ainsi de suite. De plus, à cause des triangles sembla- 
bles SAB, Sfib, ou a AB : oA :: SB : SA; et à cause des 
triangles semblables SBC, SAc, ou a SB ; SA : ; BC ; bc; 
donc AB : ab :: BC : bc; on aurait de même BC : bc :: 
CD : cd, et ainsi de suite. Donc les polygones ABCDE, 
abede, ont les angles égaux cliacun'à chacun et les 
■ côtés homologues pro{>ortionnels ; donc ils sont sem- 
blables. 

• 

Corollaife. Soient SABCDE, SX.YZ, deux pyra- 
mides dont le sommet est commtiii, et qui ont même 
hauteur, ôu dont les bases .sont situées dans un même 
plan; si on coupe ces pyramides par Un même plan 
parallèle au plan des bases , et qu’il en résulte les 
sections nbede, xjz; je dis que les sections abede, 
xy 2 , seront entre elles comme les bases ABCDE , XYZ. 

Car les polygones ABCDE, abede, étant semblables, ’• 
leurs surfaces sont comme les quarrés des côtés ho- 
mologues AB , ab ; mais AB : ab :: SA : Sa ; donc 

ABCDE : abede :: SA .' Sa. Par la même raison, XYZ , 
— » ' ' > , 
xyz : : SX : Sx. Hlais puisque abcxyz n’est qu’un 

même plan, on a aussi SA : Sa :: SX : Sx; donc 
ABCDE : abede : : XYZ : xyz; donc les sections abede f . 
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sont entre elles comme les bases ABCDE» XYZ. 
Donc si les bases ABCDE, XYZ sontéquiTalenteSj les 
sections faites à égale hauteur sont pareillement 
équivalentes. , 

PROPOSITION XVIL 

, TBBOBânB. 

f 

r * 

Deux pyramides triangulaires qui ont des ba- 
ses, équivalentes et des hauteurs égales, sont 
équivalentes. . . 

aiS. Soient S ABC, sabc les deux pyramides dont les 
bases ABC, abc, que nous supposons placées sur un 
même plan, sont équivalentes et qui ont même hau- ' 
teur TA ; si ces pyramides ne sont pas équivalentes, 
•soitsabc la plus petite et soit Ax la hauteur d'un prisme 
qui étant construit sur la base ABC, serait égal à 
leur différence. 

Divisez la hauteur conuiuuie AT en parties égales plus 
petites que Ax , et soit k une de ces parties ; par les 
pointé de division de la hauteur, faites passer des 
plans parallèles au plan des bases; les sections faites, 
par chacun de ces plans dans lesdeux pyramides, seront 
i6. équivalentes*, telles que DEF et def, GHI et ghi, etc. 
Cela posé, sur les triangles ABC, DEF, GHI,* etc., pris 
pour bases, construisez des prismes extérieurs qui 
aient pour arêtes les parties AD, DG, GK, etc. du 
côté SA; de même sur les triangles def, ghi, khn, etc- 
pris pour bases , construisez dans la seconde pyramide 
des prismes intérieurs qui aient pour arêtes les parties 
correspondantes du côté sa; tous ces prismes partiels 
auront pour hauteur commune k. 

La somme des prismes extérieurs de la. pyramide 
SABC est plus grande que cette pyramide, la somme 
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des prismes intérieurs de la pyramide talc est plug 
petite que cette pyramide; donc par ces deux raisons 
la différence entre les deux sommes de prismes devra 
être 'plus grande que la différence entre les deux . 
pyramides. • , 

Or à partir des bases ABC,<réc, le second prisme 
extérieur DEFG est équivalent au premier prisme - . 

intérieur puisque leurs bases DEF, def^ sont 

équivalentes et qu’ils ont une même hauteur A' sont 
équivalents par la même raison le troisième prisme 
extérieur GHIK et le second intérieur gftid, le qua- . ^ 

trième extérieur et le troisième intérieur, ainsf de • ' . 
suite jusqu’au dernier des uns et des autres. Donc 
tous les prismes extérieurs de la pyramide SABC, à • 

l'exception du premier ABCD, ont leurs équivalents . ■ 

dans les prismes intérieurs de la pyramide Donc " . 

le prisme ABCD est la différence entre la somme des . 

prismes extérieurs de la pyramide S.\BC et la somme 
des prismes intérieurs de la pyramide saie; mais la 
différence de ces deux sommes est plus grande que 
la différence des deux pyramides; donc il faudrait 
que le prisme ABCD fût plus gran<i que le prisme 
ABCX; or au contraire il est plus petit, puisqu’ils 
ont une même base .ABC, et que la hauteur X' du 
premier est moindre que la hauteur hx du second. 

Donc l’hypothèse d’où l’oii est parti ne saurait avojr ’ 
lieu; donc les deux pyramides SABC, saie, de bases 
équivalentes et de hauteurs égales, sont équivalentes. ' 

PBOPOSITION XVIII. - ' 

THBORêME.' 'v'! 

Toute pyramide triangulaire est le tiers du ' . ' ■ ■ 
prisme triangulaire de même base et de même ■ 
hauteur. 

Soit SABC une pyramide triangulaire, ABCDES un fi«. 
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prisme Iriangulaire de même base et de même batUeur,^- 
je'dis que la pyramide est le tiers du prisme. 

, Heirancliez du prisme la pyramide SABC, il restera 
le solide SACUj£, qu’on peut considérer comme une : 
pyramide quailrangulaire tloiil le sommet est S et qui 
a pour base le parallélograniiiie ACUE; tirez la diago-' 
iialeCE et conduisez le plan t»CE qui partagera la py*v,' 
ramidequadrangulaireendenxpyramidestriangulabes 
SAÇE SDCE. Ces deux pyramides ont pour hauteur 
commune la perpendiculaire abaissée du sommet S - 
sur le plan ACÜE ; elles ont des bases égales, puisque 
les triangles ACE, DCE, sont les deux moitiés du même 
parallélogramme; donc les 'deux pyramides SACE., 
SDCE, sont équivalentes entre elles ; mais la pyramide > 
SDCE et la pyramide SABC ont des bases égales ABC , 
DES pelles ont aussi même hauteur^ car cette hauteur • 
est la distance des' ]dans parallèles ABC, DES. Donc 
(es deux pyramides SABC, SDCE, sont équivalentes ; 
maison a démontré que la pyramide SDCE est équi- 
valente à la pyramide SACE ; donc les trois pyramides 
SABC , SDCE, SACE, qui composent lu prisme ABD 
sont équivalentes entre elles. Donc la pyramide SABC 
est le tiers du prisme ABD qui a même base et 
même hauteur. 

Corollaire. La solidité d'une pyramide triangulaire 
est égale au tiers du produit de sa base par sa hauteur. 

PROPOSITION XIX. 

' THÉomâlfB. 

Toute pyramide SABCDE a pour mesure le 
tiers du produit de sa base ABCDE par sa hau- 
teur A(). 

" Car eu faisant passer les plans SEB , SEC , par les 


Digitized by Google 


% ■> 


. ' ' tlT«K VI. - * l8^ . • 

. tliagonalpA EB, F.C, on iliviseia la pyramide polygo» : 

pale. SAB(iI)F. en plusieurs pyramide* triangulaires - ' 

qui auront toutes la même hauteur SO. Mais |»ar le 
théorème prérédent rhacune de res pyramide» se ' > t 

mesure en multipliant chacune des bases ABE^, BCE., . ' 

(iOE, » par le tiers de sa hauteur SO; donc la somme 
lies pyramides triangulaires, ou la pyramide polygo- 
nale .SABliDK, aura pour mesure la somme des tri- , • 

angles ABE, 'BCE, GDK , ou le polygone ABCDK, 
multiplié pàr^SO; dom; toute pyramide a pour me- 
sure le tiers du pro<luit de sa base par sa hauteur. ■ ' 

Corollaire I. Toute pyramide est le tiers du prisme • 

' de même base et <le même hauteur. 

Corollaire Jl. Deux pyramides do même hauteur 
sont entre elles comme leurs bases , et deux pyra- 
mides de même base sont entre elles comnie leurs 
hauteurs. ' * . • ^ : 

Seholie, Op peut évaluer la solidité de tout corps' ' 
polyèdre en le décomposant en pyramides, et cette 
décomposition peut se taire <le plusieurs manières; 
une des plus simples est de faire passer les plans de 
division par le sommet d’un même angle solide ; alors • - 

on aura autant de pyramides partielles qu'il y a de 
faces tlaiis le polyèdre , excepté celles .qui forment 
l’angle solide d’où partent les plans de division. . 

PROPOSITION XX. . 


Deux polyèdres symétriques sont 'équivalents ■ 
entre eux ou égaux en solidité. , y- - - 

Car 1“ deux pyramides triangulaires symétriques, fig. im. 
telles que SABC, TABC, ont pour mesure commune . , 
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le produit de la base ABC par le tiers de la hauteur 
SO on TO; donc ces pyramides sont équivalentes 
entre elles. 

a° Si on partage d'une manière quelconque l'un des 
polyètlres symétriques en pyramides triangulaires, 
on pourra partager de même l'autre polyèdre en py- 
ramides trian^daires symétriques ; or les pyramides 
triangulaires symétriques sont équivalentes chacune 
à chacune ; donc les polyèdres entiers seront équiva- 
lents entre eux ou égaux en solidité. 

Scholie. Cette proposition semblait résulter immé- 
diatement de la proposition II , où l'on a fait voir que 
dans deux polyèdres symétriques, toutes les parties 
constituantes d'un solide sont égales aux parties cons- 
tituantes de l’autre; mais il n'en était pas moins né- 
cessaire de la démontrer d’une manière rigoureuse. 

PROPOSITION XXI. ^ ' 

« " ■ ^ s.. 

THE OR SM B. 

f 

- • ^ J 

Si une pyramide est coupée par. un plan pa^ 
rallèle à sa hase , le tronc qui reste en ôtant la 
petite pyramide, est égal à la somme de trois 
pyramides qui auraient pour hauteur commune- 
la hauteur du tronc, et dont les bases seraient 
la base inférieure du tronc,. sa hase supérieure, 
et une moyenne proportionnelle entre ces deux 
bases. 

Soit ABCDE une pyramide coupée par le plan abd 
parallèle à la base; soit TFGU une.pyraniide triangu- 
laire dont la base et la hauteur soient égales ou équi* 
valentes à celles de la pyramide SABCDE. On peut 
supposer les deux bases situées sur un même plan ; et 
alors le plan abd , prolongé, <léterminera dans la py- 
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raniicle triangulaire une section^A , située à la même 
hauteur au-dessus du plan commun des hases : d’où 
il résulte que la section est à la section abd comme 
la base FGH est à la hase ABD * ; et puisque les bases * itl. 
sont équivalentes, les sections le seront aussi. Les py- 
ramides S>abcde, sont donc équivalentes, puis, 

qu’elles ont même hauteur et des hases équivalentes. 

Les pyramides entières SABCDE, TFGH , sont équi- 
valentes par la même raison; donc les troncs ABD^/zA, 
FGHA^, sont équivalents , et par conséquent il suf- 
fira de démontrer la proposition énoncée , pour le seul 
cas du tronc de pyramide triangulaire. 

Soit FGH/^ un tronc de pyramide triangulaire (ig. 
à bases parallèles : par les trois points F, g. H, con- 
duisez le plan F^H , qui retranchera du tronc la py. 
ramide triangulaire /»FGH. Cette pyramide a pour base 
la hase inférieure FGII du tronc , elle a aussi pour 
hauteur la hauteur du tronc , puisque le sommet g 
est dans le plan de la base supérieure fgh. 

Après avoir retranché cette pyramide, il restera la 
pyram'ule quadrangubire ^AHF, dont le sommet est 
g et la hase /AH F. Par les trois points /■tg. H, con- 
duisez le plan^H, qui partagera la pyramide qua- 
drangidaire en deux triangulaires ^F/H , gfhW. Cette 
dernière a pour hase la base supérieure ^A du tronc, 
et pour hauteur la haatenr du tronc, puisque son 
sommet H appartient à la base inférieure ; ainsi nous 
avons déjà deux des trois pyramides qui doivent com- 
poser le tronc. 

Il reste il considérer la troisième gF/H : or, si on 
mène parallèle à /"F, et qu'bu imagine une nou- _ •. 
velle pyramide /FHR, dont le sommet est K et la base 
h/H , ces deux pyramides auront même base V/H't 
elles auront aussi même hauteur, puisque les sommets 
ÿ et K. sont situés sur une ligne parailèle à ¥J\ et 
par conséquent parallèle au plan de la base ; donc ce 
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pyramides sont ëquiralentes. Mais La pyramide /PKH . 
peut être considérée comme ayant son sommet en f\ 
et ainsi elle aura même hauteur que le tronc ; quant 
« sa base FKH , ]e dis qu’elle est moyenne proportion» 
nelle entre les bases FGH En efïet les triangles 
FHK, /çA, ont un angle égal F=/, et un côté égal 
FK.==/^; on a donc* FHK:/^A:: FH : /A. On a aussi 
FHG : FHK. r: FG : FK’ou fg. Mais les triangles sem» 
blables FGH, fgh, donnent FG:/^: :FH:/A; donc 
FGH : FHK.: : FHK : fgh \ et ainsi' la base FHK est 
moyenne proportionnelle entre les deux bases FGH, 
tgh. Donc un tronc de pyramide triangulaire, à bases 
parallèles, équivaut à trois pyramides qui ont pour 
hauteur commune la hauteur du tronc, et dont'lea^ 
bases sont la base inférieure du tronc , sa base supé^ 
rieure , et une moyenne proportionnelle entre ces 
deux bases. '"'c - • ' . . 

. • * ■ * ■ i • • 

PROPOSITION XXII.' . 
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■ Si on coupe un prisme triangulaire dont ABC 
est la hase, par un plan DES incliné à cette 
base, le solide ABC DES, qui résulte de cette 
section, sera égal à la somme de trois pyramides 
dont les sommets sont D, E, S, /a base com- 
mune AhC. ' ■ . *• • 

Par les troi.s points S, A, C, faites passer le. plan 
SAC, qui retranchera du prisme tronqué ABCUES la 
pyramide triangulaire SABC : cette pyramide a pour 
base ABC et pour sommet le point S. 

Après avoir retranché cette pyramide, il restera 1a 
pyramide quadrangulaire SACHE, dont S est le som-' 
met, et ÀCDE la l>ase. Par les trois points S, E, C, 
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ihi^nez encore un plan SEC, qui divisera la pyra> 
mide quadrangulaire en deux pyramides triangiilaires 
SACE, SCDE. 

La pyramide SAEC, qui a pour base le triangle 
AE(> et pour soniinei le point S, est équivalente à une 
pyramide EARC, qui aurait pour base AEC et pour 
sommet le point B. Car ces deux pyramides ont même 
base; elles ont aussi même hauteur, puisque la ligne 
BS, étant parallèle à chacune des lignes AË, CD, est 
parallèle à leur plan ACE; donc la pyramide SAEC 
est équivalente à la pyramide EABC, laquelle peirt 
être considérée comme ayant pour base ABC et pour 
sommet le point E. 

La troisième pyramide SCDE peut être changée 
d’abord en ASCD; car ces deux pyramides ont la 
même base SCD ; elles ont aussi la même hauteur j 
puisque AE est parallèle au plan SCD; donc la pyra- 
mide SCDE est équivalente à ASCD. Ensuite la py- 
ramide ASCD peut être changée en AliCD , car ces 
deux pyramides ont la base commune ACD; elles ont 
aussi la même hauteur, puisque leurs sommets S et B 
sont situés sur une parallèle au plan de la base. Donc 
la pyramide SCDE, équivalente à ASCD, est aussi 
équivalente à ABCD ; or , celle-ci peut être reganiée 
comme ayant pour base ABC et pour* sommet le 
point D. • . ■ 

Donc enfin le prisme tronqué ABCDES est égal à 
la somme de trois pyramides qui ont pour base com- 
mune ABC, et dont les sommets sont respectivement 
les points D, E, S. 

Corollaire. Si les arêtes AE,-BS, CD, sont perpen- 
diculaires au plan de la base, elles seront en même 
temps les hauteurs des uois pyramides qui composent 
le prisme tronqué ; de sorte que la solidité du prisme 
tronqué sera exprimée parÿABCx AE-+- jABCxBS 
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H- 1 ABC X CD , quantité qui se réduit à 7 ABC X (AE-f- 
■BS+CD). . .. . 

PROPOSITION XXIII. 

THÉORBME. 

Deux pyramides triangulaires semblables ont 
les faces homologues semblables, et les arêtes 
solides homologues' égaux. 

Suivant la dëfînition, les deux' pyramides triangu- 
laires S ABC, T DEF, sont semblables, si les deux tri- 
aoî. angles SAB , ABC , sont semblables aux deux TDE > 
DEF, et semblablement placés, c’est-à-dire, si l’on a 
l’angle ABS = DET, BAS = EDT, ABC=DEF, BAG 
= EDF, et si en outre l’inclinaison des plans SAB, 
ABC, est égale à celle des plans TDE, DEF : cela 
posé, je dis que ces pyramides ont toutes les faces 
• semblables chacune à chacune, et les angles solides 
homologues égaux. 

Prenez BG — ED, B11=:EF, BI=ET, et joignez 
GH, Gl, IH. La pyramide TDEF est égale à la pyra- 
mide IGBH; car ayant pris les cAtés GB, BH, égaux 
aux côtés DE, EF, et l’angle GBH étant, par hypo- 
thèse, égal à l’angle DEF, le triangle GBH est égal 
à DEF; donc, pour opérer la superposition des deux 
pyramides, on peut d’abord placer la base DEF sur 
son égale GBH; ensuite, puisque le plan DTE est in- 
cliné sur DEF autant que le plan SAB sur ABC, il est 
clair que le plan DET tombera indéliniment sur le 
plan ABS. Mais, par hypothèse, l’angle DET =:GBI, 
donc E'r tombera sur son égale B1 ; et puisque les 
quatre points D, £, F, T, coïncident avec les quatre 
G, B, H, I, il s’ensuit* que la pyramide TDEF coïn- 
cide avec la pyramide IGBH. 
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Or, à caus« des triangles égaux DEF, GBH, on a 
l’angle B6H = EDF = BAC ; donc GH est parallèle à 
AC. Par une raison semblable GI est parallèle à AS ; 
donc le plan IGH est parallèle à SAC*. De là il suit 
que le triangle IGIl, ou son égal TDF, est semblable 
à SAC*, et que le triangle IBH, ou son égal TEF, est 
semblable à SBC; donc les deux pyramides triangu- 
laires semblables SABC, TDEF, ont les quatre faces 
semblables chacune à chacune : de plus elles ont les 
angles solides homologues égaux. 

Car on a déjà placé l'angle solide E sur son homo- 
logue B, et on pourrait faire de même pour deux autres 
angles solides homologues; mais on voit immédiate- 
ment que deux angles solides homologues sont égaux, 
par exemple, les angles T et S, parce qu’ils sont for- 
més par trois angles plans égaux chacun à chacun ^ 
et semblablement placés. 

Donc, deux pyramides triangulaires semblables ont. 
les faces homologues semblables et les angles solides 
homologues égaux. 

Corollaire 1. Les triangles semblables dans les deux 
pyramides fournissent les proportions AB:DE;:BC: 
EF AC : DF " AS : DT :: SB : TE ; : SC ;TF; donc, 
dans les pyramides trianf'ulaires semblables, les côtés 
homologues sont proportionnels. 

II. Et puisque les angles solides homologues sont 
égaux, il s’ensuit que Finclinaison de deux fajces quel- 
conques d'une pyramide est égale à Finclinaison des 
deux faces homologues de la pyramide semblable. 

III. Si on coupe la pyramide triangulaire SABC 
par un plan GIH parallèle à l’une des faces SAC, la 
pyramide partielle BGIH sera semblable à la pyramide 
entière BASC : car les triangles BGI, BGH, sont sem- 
blablés'aux triangles BAS, BAC, chacun à chacun, 
et semblablement placés ; l’inclinaison de leurs plans 
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est la mêiTie de part et 'd’autre ; donc les deux pt^a* * 
mides sont semblables. 

-6*. «U. IV. En général; « on coupe une pyramide quel- 
' conque SABCDE par un plan ab'cde parallèle à la 
hase, la pyramide partielle Sabale sera semblable a 
la pyramide entière SABCDE. Car les bases ABCDEj 
, abcde, sont semblables, et en joignant AC, âc, on 
vient de prouver que la pyramide triangulaire SABC 
est semblable à la pyramide SoAc; donc le point S est 
déterminé par rapport à la base ABC cottimé le point / 
•Jff i8 ^ I*®®* P®’’ rapport à la base a^c*} donc les deux py- 
ramides SABCDE, hahcde, sont semblables. 

Scholie. -Au lieu des cinq données requises par la dé- 
finition pour que deux pyramides triangulaires soient 
... semblables, on pourrait en substituer cihq autres , 
suivant différentes combinaisons ,'et il ert résulterait 
autant de théorèmes , parmi lesquels on peut distin» 
guer celui-ci : Deux pyramides triangulaires sont sem- 
blables lorsqu'elles ont les côtés homologues propor^ 

• tinnnels. . . , 

«If ao3. •* °° ■ proportions AB: DE :: BC:EF :: AC * 

: DF: : AS : DT .: SB: TE:; SG : TF, ce qui renferme 
onq conditions, les triangles ABS, ABC ,-seront sem- 
blables aux triangles DET, DEF, et semblablement 
placés. On aura aussi le triangle SBC semblable ^- 
TEF J donc les trois angles plans qui forment l’angle 
solide B , seront égaux aux angles plans qm forment 
l’angle solide E , chacun à chacun ; d’où il suit que 
l’inclinaison des plans SAB, ABC, est égale à celle de 
leurs homologues TDE , DEF , et qu’ainsi les deux 
pyramides sont semblables. 

■ . PROPOSITION XXIV. 

THÉOaâuB. 

Deux polyèdres semblables ont les JaçeS ho- . 
mologues semblables, et les angles solides homo- 
logues égaux. 
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Soit ABCDE la base d’un polyèdre j soient M et N ’iy • 
les sommets de deux angles solides, hors de cette base, 
déterminés par les pyramides triangulaires MAllC, 

NABC^ dont la base commune est ABC; 'soient dans 
J’autre polyèdre, abcde la base homologue ou sem- 
blable à ABCDE, m ex n les sommets homologues à 
M et N , déterminés par les pyramides mabc , nahc > 
semblables aux pyramides MABC, NABCj je dis 
d'aliord que les distances MN, m/i, sont propoHion- 
nelles aux côtés homologues AB, ah. 

En effet, les pyramides MABC, niahcy étant sem- . 
blables, l'inclinaison des plans MAC, BAC, est égale 
à celle des plans mac , bac ; pareillement les pyramides 
NABC, nahc, étant semblables, l'inclinaison des plans 
NAC, BAC, est égale à celle des plans nac, baâ : donc, 
si on retranche les premières inclinaisons des dei- 
nicres, il restera l’inclinaison des plans NAC, MAC, 
égale à celle des plans /t/ic, mac. Mais, à cause île la 
simditude îles mêmes pyramides, le triangle M.AC est ' - < 
semblable à tnac et le triangle NAC est semblable à- 
nac \ donc les deux pyramides triangulaires MNAC, » 
mnac , ont deux faces semblables ch.icune à chacune, 
semblablement placées et également inclinées entre 
elles; donc ces pyramides sont semblables*, et leurs • ,,, 
côtés homologues donnent la proportion MN nui :: 

AM:aw. D'ailleurs AM:o/ni: AB:«i ; donc MN:w<«' 
::AB:a. . * : / 

Soient P et deux autres sommets homologues de 
mêmes polyèdres, et on aura semblablement PN^/»« ' 

:: AB:aô, PM:/>/« :: AB: ab. Donc MN : mn.\ PN :pn 
:: PM : pm. Donc U triangle PNM qui joint trois sont- » 

mets quelconques d'un polyèdre est semblable au tri- 
angle pniii qui ioint les trois sommets homçlogues de '■ 

l'autre polyèdre. 

Soient encore Q et ^ deux sommets homolugues, et 
ie triangle PQN sera semblable à pqn. Je dis de plus 

•V ' !■ ' ■ ■ ’ 
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. . que l'in clinaiâOD ‘ des plans PQN, PMN, est égale ^ 

. celle des plans p^n, pmn^ . . . , 

4' Car si on joint QM et y/», on aura toujours le tri- 
• angle QNM semblable a qnm, et par conséquent l’angle 
QNM égal à qnm. Concevez en N un angle solide for^. 
mé par les trois angles plans QNM, QNP, PNM, et 
«n n un angle solide formé par les trois angles plans 
y/tm, qnp,pntfi : puisque ces angles plans sont égaux 
chacun à chacun , il s’ensuit que les angles sobdes son 
égaux. Donc l’inclinaison des deux plans PNQ, PNM , 
est égale à celle de leurs homologues pnq , pnm ; donc, 
.si. les deux ■ triangles PNQ, PNM, étaient dans un 
même plan, auquel cas on aurait l’angle QNM = QNP 
-H PNM, ou aurait aussi l’angle qnm.=qnp pnm , et 
' les deux triangles qnp , pnm , seraient aussi dans un 
•. même plan. - .1 

Tout ce qui vient d’être démontré a lieU, quels 
que soient les angles M, N, P, Q, comparés à leurs 
homologues m, n, p, y. , . • 

Supposons maintenant que la surface de l'un des 
. polyèdres soit partagée en triangles ABC, ACD , 
MNP, NPQ, etc.j on voit que la surface dé l'autre 
polyèdre contiendra un pareil nombre de triangles 
aùc, acd , uinp, npq^ etc., semblables et semblable- 
ment placés J et si plusieurs triangles, comme MPN, 
NPQ, etc., appartiennent à une même face ét sont 
. dans un même plan , leurs homologues inpn , npq , etc. , 

■ seront pareillement dans un même plan. Donc toute 
face polygone dans un polyèdre répondra à une face 
polygone semblable dans l'autre polyèdre ; donc les 
deux polyèdres seront compris sous un même nombre 
de plans semblables et semblablement placés. Je dis de 
. plus que les angles solides homologues seront égaux. - 
Car, si l'angle solide N, par exemple, est formé 
par les angles plans QNP, PNM, MNR, QNll, l’an-, 
gle solide homologue n sera formé par les angles 
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plans qnp, pnm^ mnr^ qnr. Or, ces angles plans sont 
égaux chacun à chacun , et l’inclinaison de deux plan$ 
adjacents est égale à celle de leurs homologues ; donc 
les deux angles solides sont égaux , comme pouvant 
être superposés. 

Donc enfin deux polyèdres semblables ont les faces 
homologues semblables et les angles solides homo- 
logues égaux. 

Corollaire. Il suit de la démonstration précédente 
que si, avec quatre sommets d’un polyèdre, on forme 
une pyramide triangulaire , et qu’on en forme une 
seconde avec les quatre sommets homologues d’un 
polyèdre semblable, ces deux pyramides seront sem- 
blables; car elles auront les côtés homologues pro- 
portionnels *. *ai,icb.' 

On voit en même temps que deux diagonales ho- 
mologues*, par exemple, AN, on, sont entre elles 
comme deux côtés homologues AB, ab. , 

PROPOSITION XXV. 

- THKOaélIB. 

I 

Deux polyèdres semblables peuvent se parta- 
ger en un même nombre de pyramides triangu- 
laires semblables chacune à chacune, et sem- ' 
blablement placées. 

Car on a déjà vu que les surfaces de deux polyè- 
dres peuvent se partager en un même nombre du 
triangles semblables chacun à chacun , et semblable- 
ment placés. Considérez tous les triangles d'un po- 
lyèdre, excepté ceux qui forment l'angle solide A, 
comme 1^ ba.ses d'autant de pyramides triangulaires 
dont le sommet est en A; ces pyramides prises en. - 
semble composeront le polyèdre : partagez .de même 
l’autre polyèdre en pyrarmides qui aient pour sommet 
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oommun celui de l’angle n homologue à A^il est dair 
que la pyramide qui joint quatre sommets dun po- 
lyèdre sera semblable à la pyramide qui joint les qua- 
tre sommets homologues de l'autre polyèdre. Donc 
. . deux polyèdres semblables, etc. 

PROPOSITION X.XV1. , 

THÉOHBHIi. 

• • • ^ • - 
Deux pyramides semblablés sont. entre elles 
comme les cubes des côtés Homologues. 
rig. îii 4 -Car deux pyramides étant semblables, la plus petite 
pourra être placée dans la plus grande, de manière 
qu’elles aient l’angle solide S commun. Alors les bases 
AHCDE, al/cdey seront parallèles; car, puisque les 
faces homologues sont semblables*, l’angle ^ah est 
•égal à SAB, ainsi que S/^c à SBC; donc le plan ahc 
*«3.4. est parallèle au plan ABC*. Cela posé, soit SO la. 
- . perpendiculaire abaissée du sommet S sur le plan 
ABC , et soit U le point où .cette perpendiculaire ren- 
contre le plan abc\ on aUra, suivant ce qui a été déjà 
***•• démontré*, SO:So SA :Sa :: AB:ué ; et par copsé- 
, quent, ‘ . 

iSO.-iSn :: AB: «A « . 

Mais les bases ABCDE, ahcde., étant des figures sem- 
■ blàbles, on a , ' ’ " , 

. - ABCDE : abcde :: Âb‘: âbl 

Multipliant ces deux proportions terme à terme, il en 
réiidtera la proportion , - ' 

ABCDE x^SO.rtéci/ex-jSu :: AB : flé ; 

or, ABCDE X -^SO est la solidité de la pyramide 
• i8. SÀBCDE*, et aitdey.^So est celle de la pyramide 
Sabcde ; donc deux pyramides semblables sont entre, 
elles comme les cubes de leurs côtés homologues. 
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PROPOSITION XXVIJ. 

THBOMBIiB. 

i' • . 

'D^iX polyèdres semblables' sont entre eas 
conwne les eubes-des côtés homologues. 

Car deux polyèdres semblables peuvent être par- 
tagés en un même nombre de pyramides triangulaires 
semblables chacune à chacune*. Or, les deux pyra- 
mides, semblables APNM, apnttif sont entre elles 
comme les cubes d^ cotés homologues ÀM, tun, ou 
-comme les cubes des côtés homologues AB, ab. Le 
même rapport aura' lieu entre deux autres pyramides 
homologues quelconques j donc la somme de toutes 
les pyramides qui composent un polyèdre, ou le po- 
lyèdre lui-même , est à l’autre polyèdre , comme le 
cube d’un côté quelconque du premier est au cube 

du c^é homologue du second. 

* ' . ♦ 

■ Schplie général. 

On ppul présenter en termes algâ>riques, c’est^- 
dire, dè la manière la pluajsuccincte , la récapitulation 
des principales propositions de ce livre concernant les 
solidités des polyèdres. 

■ , Soit B la base d’un prisme, H sa hauteur^ la soli- 
dité du prisme sera B X H ou RH. 

Soit' B la base d’une pyramide, H sa hauteur^ la 
solidité de la pyramide seraRx-iH, ou H xi B , ou 

ïBH. ' . ' 

Soit H la hauteur d’un tronc de pyrami^ i bases 

^allèles, soient A et 'B ses bases; i/AB ^a la 
nioyenne proportion ncAje entre elles , et la solidité ily 

tronc sera iHx(À-l-B-l-V'XBr) ^ . . 


fig. ai9‘ 
* « 3 . 
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Soit B la base d'un tronc de prisme triangulaire 
H, H', H', les' hauteurs de ses trois sommets supé» 
rieurs, la solidité du prisme tronqué sera x (H + 
H'-»- H*). 

Soient enfin P et les solidités de deux polyèdres 
semblables, A et a deux côtés ou deux diagonales 
homologues de ces polyèdres, on aura P A’ : a. 
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LA SPHÈRE. 

DBFllfITIOlfS. 

I. Xja sphère est un solide terminé psr une surface 
courbe, dont tons les points sont également distants 
d’un point intérieur qu'on appelle centre. 

On peut imaginer que la sphère est produite par 
]a révolution du demi*cercle DAE autour du diamètre 
DE : car la surface décrite dans ce mouvement par la 
courbe DaE aura tous ses points à égales distances 
du centre C. ^ ^ . 

II. Le rayon, de la sphère est une ligne droite me- . 
née (hi centre à un point de la surface ; le diamètre 
ou axe est une ligne passant par le centre, et termi- 
née de part et d’autre à la surface. 

- Tous les rayons de la sphère sont égaux ; tous les 
diamètres sont égaux et doubles du rayon. 

III. n sera démontré * que toute section de la P»* '• 

sphère, faite par un plan , est un cercle : cela pose, ' ' 

on appelle grand cercle la section qui passe par le 
centre, petit cercle celle qui n’y passe pas. 

rV. Un plan est tangent à la sphère lorsqu’il n’a 
qu’un point commun avec sa surface. 

V. Le pôle eCun cercle de la sphère est un point . 
de la surface également éloigné de tous les points de 
la circonférence de ce cercle. On fera voir* que tout ’ pr- ® 
cercle, grand ou petit, a toujours deux pôles. 

VJ. Triangle sphérique est une partie de la surface 
de la sphère comprise par trois arcs de grands cercles. 
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Ces arcs, qui s’appellent les côtes du triangle, Sont 
toujours supposés plus petits que la demi-circonfé- 
rence. Les angles que leurs plans font entre eux sont 
^es angles du triangle. 

VII. Un triangle sphérique prepd le nom de rec- 
tangle, isoscèle , équilatéral, dans les mêmes cas qu’un 
triangle rectiligne. 

VIII. Polygone sphérique est une. partie de la sur- 
face de la sphère terminée par plusieurs arcs de grands 
cercles. 

IX. Fuseau est la partie de la surface de la sphère 
comprise entre deux demi-grands cercles qui se ter- 
minent à un diamètre commun. 

-X. J'appellerai coin ou onglet sphérique la partie du 
solide de la sphère comprise entre les mêmes demi- 
grands cercles, et ê laquelle le fuseau sert de base. ' 

XL Pyramide sphérique est la partie du solide de 
la sphère comprise entre les plans d’un angle solide 
dont le sommet est au centre. La base de la pyramide 
est le polygone sphérique intercepté par les mêmes 
plans. 's ' ‘ 

XII. On appelle zone la partie de la surface de la 
sphère comprise entre deux plans parallèles qui en 
sont les bases. L’un de ces plans pent être tangent à la 
sphère , alors la zone n’a qu’une base. 

XIII. Segment sphérique est la portion du solide 
de la sphère comprise entre deux plans parallèles qui 
en sont les hases. 

L’tiii dé ces plans peut être tangent à la sphère, 
alors le segment sphérique n’a qu’une base. 

XIV. Ln hauteur d'une zone où dun segment est 
la distance des deux plans parallèles qui sont les 
bases de la zone ou du segment. 

. XV. Tandis que le demi-cercle DAE tournant- au- 
tour du diamètre DE ^décrit la sphère, tout secteur 
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circulaire, oomioe DGF. ou FCH, décrit un sglid^ 
qu’on appelle secteur sphérique. . ^ 

PROPOSITION PREMIERE. 

TRiOBÉHE. 

Toute section de la sphère, faite par un plan, 
est un cercle. ■ ‘ . 

Soit AMB la section faite par un plan dans la sphère ’ 

dont le centre est C. Du point G menez la perpendi. 
eulaire CO sur le plan AM H, et différentes lignes CM, 

CM , à différents points déjà courbe AMB qui termine 
la section. 

Les obliques CM , CM , CB , sont égales , puisqu'elles 
sont des rayons de la sphère , elles sont donc égale- 
ment éloignées de la perpendiculaire CO* ; donc toutes 
les lignes OM, OM , OB, sont égales; donc la section 
AMB est un cercle dont le point O est le centre. 

Corollaire I. Si la section passe par le centre de la 
sphère , son rayon sera le rayon de la sphère ; donc 
tous les grands cercles sont égaux entre eux. 

il. Deux grands cercles se coupent toujours en deux 
parties égales; car leur intersection commune, pas- 
sant par le. centre, est un diamètre. 

111. Tout grand cercle divise la sphère et Sa sui'face 
en deux parties égales; car si, après avoir séparé les - . • 

deux hémisphères , on les applique sur la base com- 
mune en tournant leur convexité du même cAté les 
deux surfaces coïncideront l’une avec l'autre , sans 
qnoi il y aurait des points plus près du centre les uns 
que les autres. ' , ‘ 

-* IV. Lé centre d’un petit cercle et celui de la. sphère 6«.' *»'• 
sont sur une même droite perpendictüaire au plan du 
petit cercle. , ‘ ,1 

V, ht» petits cercles sont d’autant plus petits qu’ils ^ • 
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sont plus éloignés du centre de la sphère ; caf plus la 
distance CO est grande, plus est petite la corde AB, 

' diamètre du petit cercle AMB. • • ' 

' ' VI. Par deux points donnés sur la surface d’une 

■ • ' sphère, on peut faire passer un arc de grand cercle; 
car les deux points donnés et le centre de la sphère 
sont trois points qui déterminent la position d'un plan 
Si cependant les deux points donnés étaient aux ex- ■ 
trémités d’un diamètre, alors ces deux points et le 
' centre seraient en ligne droite, et il y aurait une in- 
finité de grands cercles qui pourraient passer par les 
deux points donnés. 

; PROPOSITION II. 

' THBOtfâME. 

Sg. ssi. Dans tout triangle sphérique ABC , un côté 
quelconque est plus petit que la somme des deux 
autres. • • 

Soit O le centre de la sphère , et soient menés les 
rayons OA , OB , OC. Si on imagine les plans AOB , 
AOC, COB, ces plans formeront au point O un angle 
solide, et les angles AOB, AOC, COB, auront pour 
mesure les côtés AB , AC , BC , du triangle sphérique 
ABC. Or , chacun des trois angles plans qui composent 
l’angle solide est moindre que la somme des deux 
*>i, f. autres*; donc un côté quelconque du triangle ABC 
est moindre que la somme des deux autres. 

PROPOSITION III. 

'• % 

THÉORK ME. 

t .. -r. 

. Le plus court chemin d’un point à un autre y 

sur la surface de la sphère, est l’arc de grand 
. cercle qui joint les deux points donnés. 

Gg. ia3. Soit ANB l’arc de grand cercle qui joint les points 
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A et B , et soit hors de cet arc , s’il est possible , M un 
point de la ligne la plus courte entre A et D. Par le 
point M menez les arcs de grands cercles MA, MB, 
et prenez BN=MB. 

Suivant le théorème précédent l’arc AN B est plus 
court que AM -4- MB; retranchant de pan et d’autre 
BN = BM, il restera AN < AM. Or, la distance, de B 
en M , soit qu'elle se confonde avec l’arc BM , ou 
qu’elle soit toute autre ligne, est égale à la distance de 
B et N ; car en faisant tourner le plan du grand cercle - 

BM autour du diamètre qui passe par B , on peut ame» - ' * -, 

ner le point M sur le point N , et alors la ligne la plus 
courte de M en B, quelle qu’elle soit, se confondra ‘ 
avec celle de N en B ; donc les deux chemins de A en 
B, l’un en passant par M, l’autre en passant par N» 
ont une partie égale de M en B et de N en B.-Le pre- - ' 

mier chemin est, par hypothèse, le plus court; donc 
la distance de A en M est plus courte que la distance 
de A en N, ce qui serait absurde, puisque l'arc AM 
est plus grand que AN ; donc aucun point de la ligne ' ' 

la plas courte entre A et B ne peut être hors de l’arc 
AN B'; doue cet arc est lui-méme la ligne la plus courte 
entre ses extrémités. . - : 

PROPOSITION IV.' . ’ ' 

t- . ‘ * 

THÉORâMB. . V . 

La somme des trois côtés d’un triangle sphé~ ' ■ - 

rique est moindre que la ■ circonférence d'un 
grand cercle. 

Soit ABC un triangle sphérique quelconque ; pro* tg. ass. 
longez les côtés AB , AC , jusqu’à ce qu’ils se rencon- 
trent de nouveau en D. Les arcs ABO, ACD, seront 
des demi^irconférences, puisque deux grands cercles 
se coupent toujours en deux parties égales*; mais dans • i. ' 
le triangle BCD on a le côté BG < BD -f- CD* ; ajoutant > a. 
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■ de part et d’autre AB + AC J on aura AB+ AC -f- BC -• 
■< ABD 4 - ACD , c’est-à-dire, plus petit qu’une circon- 
férence. ' • 

PROPOSITION V.’ 

THÉOaâlCB. 


La somme des côtés de tout polygone sphé- 
rique est moindre que la circonférence d'un 
grand cercle. 

•ife' Soit, par exemple, le pentagone ABCDE : prolon- 
gez les côtés AB, DC, jusqu’à leur rencontre en F; 
puisque BG est plus petit que BF 4- CF , le contour du 
pentagone ABCDE est plus petit que celui du quadri-, 
latère AEDF. Prolongez de nouveau les côtés AE, 
FD, jusqu’à leur rencontre en G, on aura ED<EG 
4 -GDj donc le contour tlu quadrilatère AEDF est 
plus petit que celui du triangle AFG ; celui-ci est plus 
petit que la cirConlérence d’un grand cercle ; donc 
a Joitiori le contour du polygone ABCDE est moindre 
que cette même circonférence. 

Scfwlie. Celte proposition est au fond la méiiie qujB l 
laxxii‘^dulivrev;car, si O est le centre de la sphère, 
on peut imaginer au point O un angle solide founé 
par les angles plans AOB , BOC , COD, etc., et la 
somme de ces angles doit être plus petite que quatre 
angles droits , ce qui ne diffère pas de la proposition 
présente. La démonstration que nous venons de don- 
ner est différente de celle du livre v ; l’une et l’autre 
supposent que le polygone ABCDE est convexe, ou 
qu’aucun côté prolongé ne coupe la figure. . 


PROPO.SITIGN VI. 


T néoBtiME. 


!.(■. i>o. on, mène le diamètre DE perpendiculaire 
. au plan du grand cercle AMH, les ertrémitéi 
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ïi et 1c, de ce diamètre seront pôles du cerclé' 
AM B , et de tous les petits cercles , comme FT<G , ‘ 
qui lui sont parallèles. 

Car DC étaÂit perpendiculaire au plan AMB, est 
perpendiculaire à toutes les droites CA, CM, CB, etc., 
menées par son pied dans ce plan ; donc tous les arcs 
DA, DM, DB, etc. , sont des quarts de circonféi-ence; 
il en est de même des arcs RA, EM, EB, etc. ; donc 
les points D et E sont chacun également éloignés de 
tous les points «le la circonférence AMB; donc ils sont 
les pôles- de ‘cette circonférence *. 

En second lieu , le rayon DC , perpendiculaire au 
plan AMB, est perpendiculaire à son parallèle FNG; 
donc il passe par le centre O du cercle FNG>* ; dont 
si oTi tire les obliques DF , DN , DG , ces obliques s’é- 
capteront également de la perpeniliculaire DO etseroul 
égales. Mais les cordes éuiit égales, les arcs sont 
égaux ; donc tous les arcs DF^ DNj DG i etc., son( égaux 
entre eux ; donc le point D est le pôle du petit cercle 
FNG , et par la même raison le point E est l’autre pôle. 

Corollaire I. Tout arc DM mené d un point de l’arc 
de grand cercle AMB à son pôle est un quart de cir- 
conférence, que nous appellerons pour abréger un 
quadrtuts, ou un quadrant, et ce quadrant fait en 
nièmé temps un angle droit avec l’arc AM» Car la ligne 
DC. étant perpendiculaire âu plan AMC, tout plan ^ 
DMC qui passe par la ligne DC est perpen«liculaire au 
plan AMC *; donc l’angle de ces plans, ou, sviivant la •* 
déf. VI, l’angle AMD, est un angle droit. 

II. Pour trouver le pôle d’un arc donné AM, meiie^ 
l’aie imléfiui MD perpendiculaire à AM, prenez MD 
égal à un quadrant, et le point D sera un des pôles 
de l’arc MD; ou bien menez aux deux points A et M- 
les arcs AD et MD perpendiculaires à AM , le point de 
concours D de ces «leux arcs sera le pôle deman«lé. 


ao8' G^OMBTKIB. 

HL Réciproquement, si la distance du point D à 
chacun des points A et M est égale à un quadrant, je 
dis que le point D sera le pôle de l’arc AM, et qu’en 
même temps les angles DAM , AMD , seront droits. 

Car soitC le centre de la sphère, et soient menes les 
rayons CA, CD, CM: puisque les angles ACD, MCD» 
sont droits, la ligne CD est perpendiculaire aux deux 
droites CA , CM ; donc elle est perpendiculaire à leur 
plan ; donc le point D est le pôle de l’arc AM ; et par 
suite les angles DAM., AMD, sont droits. 

Scholie. Les propriétés des pôles permettent de tra-' 
cer sur la surface de la sphère des arcs de cercle avec . , 
la mêhic facilité que sur une surface plane. On voit 
par exemple, qu’en faisant tourner l’arc DF ou toute 
autre ligne de même intervalle autour du point D, 
l’extrémité F décrira le petit cercle FNG} et si on fait 
tourner le quadrant DF A autour du point D , l’ex- 
trémité A décrira l'arc de grand cercle AM. 

S’il faut prolonger l’arc AM, ou si on ne donne que 
les points A et M p>ar lesquels cet arc doit passer, on 
déterminera d’abord le pôle D par l’intersection de 
deux arcs décrits des points A et M comme centres 
avec un intervalle égal au quadrant. Le pôle D étant ' 
trouvé, on décrira du point D, comme centre. et avec . 
le même intervalle, l’arc AM et son prolongement. 

Enfin , s’il faut du point donné P abaisser, un arc 
perpendict laire sur l’arc donné AM, on prolongera 
celui-ci en S jusqu’à ce que l’intervalle PS soit égal à ' 
un quadrant; ensuite du pôle S et du même intervalle 
on décrira l’arc PM, qui sera l’arc perpendiculaire de- . 
mandé. . » . . ' . 


Digitized by Google 


fclVHB' VII. aop 

' proposition VII. 

• TBÉORÊMB. 

Tout plan perpendiculaire à V extrémité d'un 
rayon est tangent à la sphère. 

Soit FA6 un plan perpendiculaire à l'extrémité du Kg. un. 
rayon OA; si on prend un point quelconque M sur 
Ce plan , et qu’on joigne OM et AM , l’angle OAM ser» 
droit, et ainsi la distance OM sera plus grande que 
OA. Le point M est donc hors de la sphère ; et, comme 
il en est de même de tout autre point dü plan FAGj 
il s’ensuit que ce plan n’a que le seul point A com* ’ . ‘ ’ 
raun avec la surface de la sphère ; donc il est tangent 
à cette surface *. , •dtf.i. 

Scholie. On peut prouver de même que deux sphères 
n’ont qu’un point commun, et 'sont par conséquent 
tangentes l’une à l’autre : lorsque la distance de leurs 
centres est égale à la somme ou à la différence de 
leurs rayons, alors' les centres et le point de contact 
sont en ligne droite. 


.. ‘PROPOSITION VIII. . ■ 

V , ; t'hBORÊHB. . . 

L’angle BAC que font entre eux deux arcs de «g. m6. 
grands cercles AB , AC , est égal à l’angle FAG’, 
formé par. les tangentes de ces arcs au point À : 
il a aussi pour mesure /’arc DE, décrit du point ; 

A comme pôle entre les côtés AB, AC y prolongés • - . 

s’il est nécessaire. * . . < 

Car. la tangente AF, menée dans le plan de l’arc ... . ' 
AB, est perpendiculaire au rayon AO; la tangente 
AG, menée dans le plan de l’arc AC, est perpendi- 
culaire au meme rayon AO. Donc l’angle FAG est 
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égal à l’angle dea plans OAB, OAC*, qiii est celui des. 

arcs AB , AC , et qui se désigne par BAC. 

. Pareillement, si l’arc AD est égal , à un quadrant, 
ainsi que AE, les lignes OD, OE, seront perpendicu* 
lairet k AO, et l'angle DOE sera encore é^l à l’angle 
des plans AOD, AOE ; donc l’arc DE est U mesure de 
l’angle de ces plans, ou la mesure de l’angle GA£. 

. Corollaire. Les angles des triangles sphériques peu- 
vent se comparer entre eux par les arcs de grands cer- 
cles décrits de leurs sommets comme pôles et compris 
ebtre leurs côtés : ainsi il est facile de faire un angle 
égal à un angle donné. ,*. • * 

Scholie. Les angles opposés au sommet, tels que 
ACO et BCN, sont égaux ; car l’un ou l’autre est tou- 
jours l’angle formé par les deux plans ACB , OCN* . . 

On voit aussi que dans la rencontre de deux arcs 
ACB, OCN, les deux angles adjacents ACO, OCBy 
pris ensemble, valent toujours deux angles droits. 

PROPOSITION IX. 

THSOaâlIE. 

Etant donné le triangle ABC, si des points 
A , B, C , comme pôles, on 'décrit les arcs EF , 
FD , DE , qui forment le triangle DEF ; récipro- 
quement les trois points D , E , F , seront les 
pôles des côtés BC, AC , AB. 

Car le point A éunt le pôle de l'arc EF , là distance 
AF. est un quadrant ; le point C étant lè pôle de l’arc 
DE, la distance CE est pareillement un quadrant; ' 
donc le point E est éloigné d’un quadrant de chacun 
des points A et C ; donc il est le pôle de l’arc AC 
On démonùera de même que D est le pôle de l’arc 
BC , et F celui de l’arc AB. . ' 

Corollaire. Donc le triangle ABC peut être décrit 
par le moyeu de DEF , comme DEF par le moyen de ' 
ABC. 
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PROPOSITION X. 

... / * 
THBOBBMB. 

Lçs mêmes choses étant posées que dans le 
théorème précédent, chaque angle de l'un des 
triangles ABC, DEF, aura pour mesure la denïi- 6 g. wj. 
circonférence moins le côté opposé dans l'autre 
triangle 

Soient prolongés, s’il est nécessaire, les côtés AB, 

AC, jusqu’à la rencontre de EF èn G et Hj puisque 
le point A est le pôle de l’arc GH , l’angle A aura pouf 
mesure l’arc GH. Mais l’arc EH est un quadrant ‘ 
ainsi que GF , puisque E est le pôle de AH , et F le . ; 

pôle de AG ; donc EH-J-GF vaut une demi -circon- 
férence. Oi' EH -f- GF est la môme chose que EF -f- 
GH ; <lonc l’arc GH qui mesure l’angle A est égal a 
une demi-circonférence moins le côté EF ; de même 
l’angle B aura pour mesure 7 c«rc.~ DF et l’angle G, 

\oirc. — DE. 

Cette propriété doit être réciproque entre les deux 
triangles, puisqu’ils se décrivent de la même manière 
l’un par lé moyen de l’autre. Ainsi on trouvera que 
les angles D, E, F, du triangle DEF, ont pour mer- 
sures respectivement 7 cire. — BC , ^ cire. — AC, • ciiv, 

— AB. En effet l’angle D, par exemple, a pour me- 
sure l’arc MI ; or MI -f- BC = MC -hBI = 7 cire. : 
donc l’arc MI , mesure de l’angle D , = 7 cire. — BC, 
ét ainsi des autres. ' ' 

Scholie. Il faut remarqüer qu’outre le triangle DEF Sg. 1*8. 
on en pourrait former trois autres par l’intersection 
des trois arcs DE, EF, DF. Mais la proposition ac- 
tuelle n’a lieu que pour le triangle central, qui est . 

distingué des trois autres en ce que les deux angles A ■. 
et D sont situés d’un môme côté de BC les deux B Cg.ss?* 

14. • 
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et E d’un même côté de AC, et les deux C et F d’un 
môme côté de AB. 

■ On donne différents noms aux deux triangles ABC, 
DEF ; nous les appellerons triangles polaires. 

PROPOSITION XI. 

BEMM E. 

Etant donné le triangle ABC, si du pôle A et 
de V intervalle AC on décrit l’arc de petit cercle 
I)EC ; si du pôle B et dé V intervalle BG on décrit 
pareillement l’arc DFC , et que du point D , ou 
les arcs DEC, DFC, se coupent, on mène les 
arcs de grands cercles AD, l^B ; je dis que le 
triangle ADB ainsi formé aura ses parties égales 
à celles du triangle ACB. 

Car par construction le côté AD=AC, DB = BC, 

AB est commun ; donc ces deux triangles ont les côtés 
égaux chacun à chacun. Je dis maintenant que les 
ongle.s opposés aux côtés égaux sont égaux. • ■ 

' F.n effet, si le centre de la sphère est supposé -en - . 
O, ’on peut concevoir un angle solide formé au point 
O par les trois angles plans AOB, AOC, BOC ; on 
peut concevoir de même un second angle solide formé 
oar les trois angles plans AOB, AOD, BOD. El puis- 
que les côtés du triangle ABC sont égaux à ceux du 
triangle ADB, il s’ensuit que les angles plans qui 
forment un de ces angles solides sont égaux aux angles 
plans qui forment l’autre angle solide^ chacun à 
' s3, chacun : mais dans ce cas il a été démontré '* que les. 

. - plans dans lesquels sont les angles égaux sont égale- 

.ment inclinés entre eux ^ donc les angles du triangle 
sphérique DAB sont égaux à ceux du triangle CAB, 
savoir DAB=BAC, DBA=ABC, et ADB=ACBj 
donc les côtés et les angles du triangle ADB sont égaux 
aux côtés et aux angles du triangle ACB, 
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Schôlie. L’ëgalité de ces triangles n’est cependant 
pas une égalité absolue ou de superf>osition , car il 
serait impossible de les appliquer l’un sur l’autre 
exactement, à moins qu’ib ne fussent isoscèles. L’éga- 
lité dont il s’agit est ce que nous aTons déjà appelé 
une égalité par symmétrie, et par cette raison nous 
appellerons les triangles ACB, ADB, triangles -syi/if^ 
métriques, 

PROPOSITION XII. 

THÉORÂllB. • ■ 

- Deux triangles situés sur la même sphère, ou 
sur des sphères égales , sont égaux dans, toutes 
leurs parties, lorsqu’ils ont un angle égal com- 
pris entre 'côtés égaux chacun à chacun,. 

'Soit le côté AB=EF, le côté AC=EG, et l’angle **• 
BAC=FEG, le triangle EFG pourra être placé sur 
le triangle ABC ou sur $on symmétrique ABD , de la ' 
même manière qu’on superpose deux triangles recti- 
lignes qui ont un angle égal compris entre côtés 
légaux. Donc toutes les parties du triangle EFG seront , 
égales à celles du triangle ABC, c’est-à-dire qu’outre 
les trois parties qui sont supposées égales , on aura le 
côté BC = FG, l'angle ABC =EFG, et l’angle ACB 
= EGF 

PROPOSITION XIII. 

THEOREME. 

t. . * - 

Deux triangles situés sur la même sphère , ou 
sur des sphères égales, sont égaux dans toutes ' 
leurs parties, lorsqu'ils ont un côté égal adja-' 
cent à deux angles égaux chacun à chacun. 

Car l’un de ces triangles peut être placé sur l’autre ' 
ou sur son symmétrique , comme on le fait dans le cas , 
pareil des triangles rectilignes. Voyezprop.Vll,'liv,l, 
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PROPOSITION XIV. 

THÉORÈME. 

Si deux triangles situés sur la même sphère -, 
ou sur des sphères égales, sont équilatéraux 
entre eux, ils seront aussi équiangles , et les angles 
'égaux seront opposés aux côtés égaux. 

Cela est manifeste par la proposition xi, oii l’on a 
vu qu’avec trois côtés donnés AB , AC ^ 'BC , on ne 
peut faire que deux triangles ACB, ABD, différents 
quant à la position des parties, mais égaux quant a- 
la grandeur de ce^ mêmes parties. Donc deux triangles 
équilatéraux entre eux sont ou absolument égaux , on 
au moins égaux par Sjmmétrie ; dans l’un et l’autre 
cas ils sont équiangles , et les angles égaux sont oppo- 
sés aux côtés égaux. ' -, 

. , PROPOSITION XV. , 

THÉORÈME. 

Dans tout triangle sphérique isoscèle les angles 
opposés aux cotés égaux sont égaux; et récipro- 
quement , si deux angles d’un tiiangle sphérique 
sont égaux , le triangle, sera isoscèle. 

1° Soit le côté ABr= AG ; je dis qu’on aura l’angle 
C=B : car si du sommet A au point D, milieu de la 
base, on mène l'arc AD, les deux triangles ABD, 
ADG, auront les trois côtés égaux chacun .à cliacun; 
savoir, AD commun , BD==: DC, et AB =AG : donc, 
par le théorème précédent, ces triangles auront les 
angles égaux, et on aura B = C. 

a“ Soit l’angle B = G ; je dis qu’on aura ACzz: AB : 
car si le cùté*AB n'est pas égal à AC, soit AB le plus 
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grand des • deux , prenez BO = AC , et joignez OC. 

Les deux côtés BO, BC , sont égaux aux deux AC, BC ; 
l’angle compris par les premiers OBC est égal à l’angle 
compris par les seconds ACB. Donc les deux triangles 
BOC, ACB, ont les autres parties égales *, et on a • 
l'angle OCB = ABC : mais l’angle ABC, par hypothèse , 
mACB; donc on aurait OCB= ACB, ee qui est im- 
possible ) donc on ne peut supposer AB difTérent de 
AC; donc les côtés AB, AC, opposés aux angles égaux 
B et C, sont égaux. • • . 

SchoHe. La même démonstration prouve que l’angle 
BADzzrDAC, et que l’angle BDA=ADC. Donc ces 
deux derniers sont droits ; donc /’orc mené du som-^ 
met d'un triangle sphérique isoscèle au milieu de sa base 
est perpendiculaire à cette base; et divise V angle du 
sommet en deux parties égales, 

PROPOSITION XVI. 

THBOEÊHE. 

Dans un tfiangle sphérique ABC, si l’angle A •*•»>« . 
est plus grand que P angle B , le côté BC opposé 
à l’angle A sera plus grand que le côté AC op- 
posé à l’angle B ; réciproquement^ si le côté BC 
est plus grand que CA , l’angle A sera plus grand 
que ’ angle B. 

1° Soit l’angle A> B, faites l’angle BAD=:B, vous 
aurez AD=DB * : mais AD + DC est plus grand que *iA . 

AC ; à la place de AD' mettant DB, on aura DB-f-DC 
ou'BC > AC. ' ' 

1° Si on suppose BC > AC , je dis que Tringle BAG 
sera plus grand que ABC : car , si BAC était égal k , ' 

ABC , on aurait BC= AC ; et si on avait BAC < ABC , 
il s’ensuivrait, par cequi vient d’être démontré, qu’on 
a BC < AC ; ce qui est contre la supposition. Donc 
l’angle BAC est plus grand que ABC. 
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PROPOSITION XVII. 

THKORBllE. 

” * W * 

fif. »S3. Si les deux côtés AB, AC, du triangle sphér 
rique ABC sont égaux aux deux côtés DE , DF" , 
du triangle DEF tracé sur une sphere égale ^ si 
en même temps T angle A est plus grand que 
V angle je dis que le troisième côté BC du pre- 

mier triangle sera plus grand que le troisième 
EF du second. 

La démonstration est absolument semblable à celle 
de la prop. x, livre i. _ ' 

PROPOSITION XVIII. 

TRÉOHBMB. 

Si deux triangles tracés sur la même sphère 
ou sur des sphères égales sont équiangles entre 
eux , ils seront aussi équilatéraux. 

Soient A et B les deux triangles donnés, P et Q leurs 
triangles polaires. Puisque les angles sont égaux dans 
les triangles A et B, les cdtés seront égaux dans les po- 

* 10. laires P et Q * : mais de ce que les triangles P et Q sont 

équilatéraux entre eux, il s'ensuit qu’ils sont aussi 

* U. équiangles enfin, de ce que les angles sont égaux 
' lo. dans les triangles P et Q, il s’ensuit * que les côtés sont 

égaux dans leurs polaires A et B. Donc les triangles 
équiangles A et B sont en même temps équilatéraux 
entre eux. 

On peut encore démontrer la même proposition sans . 
" le secours des triangles polaires de la manière suivante. 

% Soient ABC, DEF, deux triangles équiangles entre 

eux , de sorte qu’on ait A=D, B = E, Cz=F ; je dis 
qu’on aura le côté AB;=DE, AC = DF, BC=EF, 
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Sur le prolongeuient des côtés AB, AC, prenez, AG 
= DE, et AH = DF ; joignez GH et prolongez les arcs 
BC, GH , jusqu’à ce qu’ils se rencontrent en I et K. 

Les deux côtés AG , AH , sont par construction 
égaux aux deux DF, DE; l’angle compris GAH=BAC 
:±=EDF; donc* lés triangles AGH,'DEF, sont égaux 
dans toutes leurs parties, donc l’angle AGH = DE1* 
=ABC, et l’angle AHG = DFE= ACB. 

Dans les triangles IBG, KBG, le côte BG est com- 
mun, l’angle IGB=GBK; et puisque IGB-f- BGK est 
égal à deux droits, ainsi que GBK+IBG, il s ensuit 
que BGK = IBG. Donc les triangles IBG, GBK, sont, 
égaux*, donc lG=BK,et IB=GK. 

Pareillement, de ce que l’angle AHG=ACB, on 
conclura que les triangles ICH , HCK , ont un côté égal 
adjacent à deux angles égaux; donc ils sont égaux» 
donc IH=CK , et HK. = IC. 

Maintenant, si des égales BK, IG, on retranche les 
égales CK, IH, les restes BC, GH, seront égaux. D’ail- 
leurs l’angle BCArrrAHG, et l’angle ABC — AGH. 
Donc les triangles ABC, AHG, ont un côté égal ad- 
jacent à deux angles égaux ; donc ils sont égaux : 
mais le triangle DEF est égal dans toutes ses parties 
au triangle AUG ; donc il est égal aussi au triangle 
ABC, et on aura AB = DE, AG = DF, BC=EF; 
donc , si deux triangles sphériques sont équiangles 
entre eux, les côtés opposés aux angles égaux seront 
égaux. 

Sduilie. Cette ^ proposition n’a pas lieu dans les 
triangles rectilignes , où de l’égalité des angles on ne 
peut conclure que la proportionnalité des côtés. Mais 
il est aisé de rendre -compte de la différence qui se 
trouve à cet égard entre les triangles rectilignes et 
les triangles spliériques. Dans la proposition préseiite, 
ainsi que dans les prop. xii , xiii , xiv et xvit , où 
il s’agit, de la cotnparaison des triangles , ü est dit 
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expressément que ces triangles sont - tracés sur la 
même sphère ou sur des sphères égales. Or les arcs 
semblables sont proportionnels a»ix rayons ; donc , 
sur des sphères égales , deux triangles ne penvent 
être semblables sans être égaux. Il n’est donc pas 
surprenant que l’égalité des angles entraîne l’égalité 
des côtés. 

Il en serait autrement si les triangles étaient tracés 
sur des sphères inégales; alors les angles étant égaux, 
les triangles seraient semblables, et lét côtés homo- 
logues seraient entre eux comme les rayons des 
sphères. 

PROPOSITION XIX. ' 

THÉOaâHB. 

La somme des angles de tout triangle sphé- 
rique est moindre que six et plus grande que 
deux ailles droits. 

Car 1 ° chaque angle d’un triangle sphérique est 
moindre que deux angles droits {voyez le scholie ci- 
apres)\ donc la somme' des trois angles est moindre 
que six angles droits. 

a" La mesure de chaque angle d’un triangle sphé- 
rique est égale à la demi -circonférence moins le côté 
correspondant du triangle polaire*; donc la somme 
des trois angles a pour mesure trois demi -circonfé- 
rences moins la somme des côtés du triangle polaire. 
Or cette dernière somme est plus petite qu’une cir- 
conférence * ; donc , en la retranchant de trois demi- 
circonférences, le reste sera plus grand qu’une demi- 
circonférence , qui est la mesure de deux angles 
droits; donc la somme des trois angles d’un triangle 
sphérique est plus grande que deux angles droits. 

Corollaire 1. La somme des angles d’un triangle 
sphérique n’est pas consunte comme celle des tri- 
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angles rectilignes ; elle varie depuis deux angles droits 
jusqu’à six, sans pouvoir être égale à l’une ni à l’autre 
^ limite. Ainsi deux angles donnés ne font pas connaître • ' 

le troisième. 

Corollaire II. Un triangle sphérique peut avoir 
deux ou trois angles droits, deux ou trois angles 
obtus. 

Si le triangle ABC est bi-tectnngle , c’est - à -'dire fig. «M. 
s’il a deux angles droits B et C, le sommet A sera le 
pôle de la base BG*; et les côtes AB, AC, seront «les * '5 . 

quadrants. - 

Si en outre l’angle A est droit , le triangle ABC sera 
tri~rectangle , ses ATi^es seront tons droits et ses côtés 
des quadrants. Le triangle tri -rectangle est contenu, 
huit fois «lans la surface de la sphère ; c’est ce que l’on 
voit par la fig. a36 , en supposant l’arc MN égal à un 
quadrant. ^ . 

Scholie. Nous avons supposé dans tout ce qui pré-, ' 
cède, et conformément à la définit, vi, que les trian- 
gles sphériques ont leurs côtés toujours plus petits 
que la demi - circonférence ; alors il s’ensuit que les 
angles sont toujours plus petits que deux angles droits; 

'car, si le côté AB est moindre que la demi-circonfé- % 
rence, ainsi «pie AC, cæs arcs doivent être prolongés 
tous deux pour se rencontrer en D. Or les deux angles ’ 

ABC , CBD , pris ensemble, valent deux angles droits; 
donc l’angle ABC tout seul est moindre que «leux 
'angles «Iroits. ' • 

Nous observerons cependant qu’il existe des trian- 
gles sphériques dont certains côtés sont plus grancls. 
que' la demi - circonférence , et certains angles plus 
grands «pie deux angles droits. Car, si on prolonge 
le côté AC en une circonférence entière ACE, ce qui 
reste, en retranchant de la demi -sphère le triangle 
ABC, est un nouveau tiiangle, qu’on peut désigner 
■ aussi par ABC, et dont les côtés sont AB, BC, AEDG. 
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On voit donc que le côté ÂEDC est plus grand que la 
demi-circonférence AED ; mais en même temps l’an- 
gle opposé en B surpasse deux angles droits de la 
quantité CBD. 

An reste, si on a exclu delà définition les triangles 
dont les côtés et les angles sont si grands, c'est que 
leur résolution ou la, détermination de leurs parties 
se réduit toujours à celle des triangles renfermés dans 
la définition. En effet, on voit aisément que si on 
'connaît les angles et les côtés du triangle ABC, on 
connaîtra immédiatement les angles et les côtés du 
triangle de même nom qui est le reste de la demi-sphère. 

PROPOSITION XX. ? 

THBOBBHB. 

»3«.' Lefuseau AMBNA est à la surface de la sphère 
comme Vangle MAN de ce fuseau est à quatre 
"angles droits, ou comme V arc MN qui mesure 
cet angle est à la circonférence. 

Supposons d’abord que l’arc MN soit à la circon- 
• , férence MNPQ dans un rapport rationnel, par exem- 
ple, comme 5 est à 48. On divisera la circonférence 
MNPQ en 48 parties égales, dont MN contiendra 5; 
joignant ensuite le pôle A et les points de division 
par autant de quarts de circonférence, on aura 48 tri- 
angles dans la demi-sphère AMNPQ, lesquels seront 
tous égaux entre eux, puisqu'ils auront toutes leurs 
parties égales. La sphère entière contiendra donc 96 
de ces triangles partiels, et le fuseau AMBNA en con- 
tiendra 10 ; donc le fuseau est à la sphère comme 10 
est à 96, ou comme 5 est à 48, c’est-à-dire comme 
l'arc MN est à la circonférence. 

.Si l’arc MN n’est p.as commensurable avec la cir- 
conférence , on prouvera par le même rabonnemont 
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dont on a déjà tu beaucoup d’exemples , que le fuseau 
est toujours à la sphère comme l’arc MN est à la cir» 
conférence. 

Corollaire I. Deux fuseaux sont entre eux comme 
leurs angles respectifs. 

Corollaire II. On a déjà vu que la surface entière 
ile la sphère est égale à huit triangles tri-rectangles * J * i». 
donc, si l’aire d’un de ces triangles est prise pour 
l’unité, la surface de la sphère sera représentée par 8. 

,Cela posé , la surface du fuseau dont l'angle est A sera 
exprimée par aA (si toutefois l’angle A est évalué 
en prenant l’angle droit pour unité ) ; car on a aA : 8 

A;4. Il y a donc ici deux unités différentes ; l’une 
pour les angles, c’est l’angle droit ; l’autre pour les 
surfaces, c’est le triangle sphérique tri -rectangle, ou 
celui dont tous les angles sont droits, et les côtés des 
quarts de circonférence. 

Scholie. L’onglet sphérique compris par les plans 
AMB, ANB, est au solide eutier de. la sphère comme 
l’angle A est à quatre angles droits. Car les fuseaux 
étant égaux, les onglets sphériques seront pareille- 
ment égaux : donc deux onglets sphériques sont entre 
eux comme- les angles formés. par les plans qui les 
comprennent. ' . ' , 

PROPOSITION XXI. 

T H BOa ê M B. 

Deux triangles sphériques sjmmétriques sont 
' égaux en surjace. 

Soient ABC, ÜEF deux triangles symmétriques ,. 
e’est-à-dire, deux triangles qui ont les côtés égaux, AB Bg. *3^. 
= DE , AC = DI'’, CB = EF, et qui cependant ne 
pourraient être superposés j je dis que la surface ABC 
est égalé à la surface DEF. . . .. 
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Soit P ie p^le dti petit cercle qni pasûralt par léi 
trois pointa A, B, C (i) ; de ce point soient menés les - 
arcs é^ux * PA , PB , PG ; au point F faites l'angle 
DFQ = ACP, l’arc FQ=CP, et joignez DQ, EQ. 

Les côtés DF, FQ, sont égaux aux côtés AC, GP, 
l’angle DFQ=ACP ; donc les deux triangles DFQ, 
AGP, sont égaux dans toutes leurs parties* ; donc le 
côté DQzcAP, et l’angle DQF=rAPC. 

Dans les triangles proposés DFE, ABC, les angles 
DFEi ACBj opposés aux côtés égaux DE, AB, étant 
égaux *, si on en retranche les angles DFQ, ACP, 
égaux par construction, il restera l’angle QFE égal à 
PCB. D'ailleurs les côtés QF’ , FE, sont égaux aux 
côtés PG , CB ; donc les deux triangles FQE , GPB, 
sont égaux dans toutes leurs parties ; donc le côté 
QE = PB, et l’angle FQE = CPB. * 

Si on observe maintenant cpe les triangles DFQ, 
ACP, qui ont les côtés égaux chacun à chacun, sont 
en même temps isoscèles, on verra qu’ils peuvent s’ap* 
pliquer l'un sur l’autre; car,- ayant placé PA sur son 
égal QF, le côté PC tombera sur son égal QD, et 
ainsi les deux triangles seront confondus en un seul: 
donc ils sont égaux, donc la surface DQF=APC. 
Par une raison semblable la surface FQE=CPB, et 
la surface DQE = APB ; donc on a DQF + FQE — >■ 
DQE=:APC + CPB— APB; ou DFE = ABC ; donc 
les deux triangles symmétriques ABC, DEF, sont 
égaux en surface. 

Scholie. Les pôles P et Q pourraient être situés au- 
dedans des triangles ABC , DEF' ; alors il faudrait 
ajouter les trois triangles DQF, FQE, DQE, pour 

(i) Le cercle qui passe par les trois poànls A , B, C, ou qui 
est circonscrit au triangle ABC, nepeutStre qu'un petit cercle, 
de la sphère ; car , si c’était un grand cercle , les trois C6tés AB^ 
BC , AC , seraient sit ucs dans un même plan , et le triangle ABC 
se réduirait à un de scs cétes. 
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en composer le triangle DEF, et pareillement il fau> ' 

(irait ajouter les trois triangles APC, CPB, APB, pour 
en composer le triangle ABC ; d’ailleurs la démonstra- 
tion et la conclusion seraient toujours les mêmes. 

PROPOSITION XXII. 
tpborbhe. 

s 

Si deux grands cercles AOB , COD , se coupent «g. *3». 
comme on voudra datu l'hémisphère A OC BD, 
la somme des triangles opposés AOG , BOD , sera 
égale au fuseau dont l'angle est BOD. 

' Car, en prolongeant les arcs OB, OO, dans l'autre 
hémisphère jus({u’à leur rencontre en N , OBN sera ' ' 
une demi-circonférence , ainsi que AOB ; retranchant 
de part et d'autre OB , on aura BN = AO. Par une 
raison semblable on a DN = CO , et BD = AC ; donc 
les deux triangles AOC, BDN, ont les trois cêtés égaux 
d'ailleurs leur position est telle qu’ils sont symmétri- 
ques l’un de l’autre; donc ils sont égaux en surface * «r, 
et la somme des triangles AOC, BOD, est équiralente 
au fuseau OBNDO dont l’angle est BOD. 

ScholUs. Il est clair aussi que les deux pyramides 
sphériques qui ont pour bases les triangles AOC, 

BOD , prises ensemble , équivalent à l’onglet sphé- 
rique dont l’angle est BOD. 

PROPOSITION XXIII. 

T B B.O a â H B. • . , 

f La surface d'ufl triangle sphérique quelconque 
a pour mesure l'excès de la somme de ses trois 
angles sur deux angles droits. . - 

Soit ABC le triangle proposé ; prolongez ses côtés tg. > 3 ^ 
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jiisqu’à ce qu’ils rencontrent le grand cercle DEFG, 
mené comme on voudra hors du triangle. Ën vertu du 
théorème précédent, les deux triangles ADE, AGH , 
pris ensemble , équivalent au fuseau dont l’angle est 
A , et qui a pour mesure aA* : ainsi on aura ADE ■+■ 
AGHz=aA; par une raison semblable DGF BID 

aB , CIH -h CFE = aC. Mais la somme de ces six . 
triangles excède la demi-sphère de deux fois le tri* 
angle ABC, d'ailleurs la demi-sphère est représentée 
par 4; donc le double du triangle ABC est égal à a A ' 
-+-aB-4- aC. — 4» et par conséquent ABC = A-}- B 
-4-C — a ; donc tout triangle sphérique a pour mesure . 
la somme de ses angles moins deux angles droits. 

Corollaire I. Autant il y aura d’angles droits dans 
cette mesure, autant le triangle proposé contiendra 
de triangles tri-rectangles ou de huitièmes de sphère 
qui sont l’unité de surface*. Par exemple, si les angles 
sont égaux chacun aux y d’un angle droit, alors les 
trois angles vaudront 4 angles droits, et le triangle 
proposé sera représenté par 4 a ou a ; donc il sera" ' 
égal à deux triangles tri-rectangles ou au quart de la ' 
surface de la sphère. 

Corollaire II. Le triangle sphérique ABC est éqoi- 
valent au fuseau dont l’angle est ■ i ; de 

même la pyramide sphérique , dont la base est 

ABC , équivaut à l'onglet sphérique dont l’angle est 

A -f B H- C 
— I. 

a 

Sclutlie. En même temps quon compare le triangle 
sphérique ABC au triangle tri - rectangle , la pyra- 
mide sphérique qui a pour base ABC se compare avec 
la pyramide tri-rectangle , et il en résulte la même 
proportion. L’angle solide au sommet de la pyramide 
se compare de même avec l’angle solide au sommet 
de la pyramide tri - rectangle : en effet la comparai- 
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son s’établit par la coïncidence des parties. Or, si 

les bases des pyramides coïncident, il est évident que 

les pyramides elles-mêmes coïncideront, ainsi, que • • 

les angles solides à leur, sommet. De là résultent plu- « . 

sieurs conséquences. 

,1" Deux pyramides triangulaires sphériques sont 
entre elles comme leurs bases; et, puisqu’une pyra- 
mide polygonale peut se partager en plusieurs pyra- 
mides triangulaires , il s'ensuit que deux pyramides 
sphériques quelconques sont entre elles comme les 
polygones qui leur servent de hases. > . ■ 

a" Les angles soli<les au sommet des mêmes pyra- ■ > 

niides sont egalement dans la proportion des bases ï ' 
donc, pour comparer deux angles solides quelcon- 
ques, il faut placer leurs sommets au centre de deux < y 
sphères égales, et ces angles solides seront entre eux 
comme les polygones sphériques interceptés entre 
leurs plans ou faces. 

L’angle au sommet de la pyramide tri-rectangle est 
formé par trois plans perpendiculaires entre eux : cet . • % 

angle, qu’on peut appeler est très- 

propre à servir d'unité de mesure aux autres angles 
solides. Cela posé , le même nombre qui donne l'aire 
d’un polygone sphérique donnera la mesure de l’angle ^ ' 

solide correspondant. Par exemple , si l’aire du poly- 
goiie sphérique est i, 'c’est-à-dire, s’il est les j du * 
triangle tri - rectangle , L’angle solide correspondant 

sera aussi les ^ de l’angle solide <lroit. ‘ ■ . - . 

■ ' ^ 

* K 

' PROPOSITION XXIV. ' , 

T B K O R Â M B. - / 

La surface d'un polygone sphérique a pour 
mesure la somme de ses angles, moins le pro- 

i5 . ■ 
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doit de deux angles droits par le nembte deà 
côtés du polygone moins deux.' ’ • 
ig. Ho. D’un même sommet A soient menées i tous les 
autres sommets les diagonales AG , AD ; le polygone 
ABCDE sera partagé en autant de triangles moins 
deux qu’il a de côtés. Mais la surface .de chaque tri- 
angle a pour me&ure la somme de ses angles moins 
deux angles droits , et il est clair que la somme de tous 
les angles des triangles est égale à la somme des angles 
dii polygone ; donc la surface du polygone est égale à 
la somme de ses angles diminuée d’autant de fois deux 
angles droits qu’il a de côtés moins deux. ' 

Scholie. Soit s la somme des angles d’un polygone 
sphérique , n le nombre de ses côtés; l’angle droit 
étant supposé l’unité la surfiice du polygone aura 
pour mesure a (n — a) ou s— an-}- 4.‘ > 

PROPOSITION XXV. 

THXOaâllB. 

Soit S U nombre dei em^s solides d'un polyèdre , H le 
nombre de ses fcsees , h. le nombre de ses arêtes } je dis qu’on 
aura toujours S + V=b. + i. 

Prenez an-dedans dn polyèdre an point d’où vous mène- 
rez des lignes droites anx sommets de tons tes angles ; ima- 
.ginez ensuite que dn même point comme centre on dècriTC 
' nne surface sphérique qui soit - rencontrée par toutes ces 
lignes en autant de points ; joignez ces points par des arcs 
de grands cercles , de manière à former sur la surface de la 
sphère des polygones correspondants et en même nombre' 
avec les faces du polyèdre- Soit ABCDE un de cet polygones 
fig. Ho. et soit n le nombre de ses côtés ; sa surface sera s — v^-\-l^^ 
r étant la somme des angles A,B,C,D,E.Sion évalue 
semblablement la surface de chacun des autres polygones 
-sphériques , et qu'on les ajoute toutes ensemble , on en con- 
clura que leur somme, ou la surface de la sphère repr^entéc 
par 8| est égale àia somme de tous les angles. des polygone* 
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moins deux fois ie nombre de ienrs cdtës , plus 4 pris autant 
de fois qu'il y a de faces. Or y comme tous les angles qui 
s'ajustent autour d'un même point A valent uatrc angles 
droits , la somme de tous les angles des polygones est êgaF 
à 4 pris autant ,de fois qu'il j a d'angles solides ; elle est 
donc égale à 4S* Ensuite le double du nombre des cdtés AB , 
BC y CD , etc. est égal au- quadruple du nombre des arêtei 
'ou=: 4 A, puisque la même arête sert de côté à deux faces : 
Jonc on aura 8=:4S — 4A-4-4H; ou , en prenant le quart 
decliaque membre, a = S — A-|- H; donc S + H = A-f- 
Corollaire. Il suit de là que la so/>me des angles plans 
qui forment les angles solides d un polyèdre est égalé à au- 
tant de fois quatre angles droits qu’ily a d'unités dans S— a, 
S étant le nombre des an^es solides du polyèdre. 

Car, si on considère une face doUt le nombre de côtés 
est fl , la somme 'des angles de celle fate sera a/i — 4 angles 
droits*. Mais la somme de tous les an , ou le double du nom- 
bre des' côtés de toutes les facçs,=:4A^ t at 4 pris autant de 
fois qu’il y a de faces :^4H ; donc la somme des angles de 
toutes les faces = 4A — >4H, Or.parle îhéorême qu’on vient 
de démontrer, on a A — H=: S — a, et par conséquenUàA 
— 4H =4 (S — a). Donc la somme des angles plans , etc. 
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PROPOSITION XX VI. 


THIOUâlCK. 


De tous les triangles sphériques Jormés avec deux côtés Kg. S 7 a 
donnés CB , CA , et un troisième à volonté , le plus grand et 973 . 
ABC est celui dans lequel l’angle C , compris par les côté 
donnés, est égal à la somme des deux autres angles A et B. 

Prolongea les deux côtes AC , AB , jusqu'à leur rencontre 
en D , vous aurez un triangle sphérique BCD , dans lequel 
l'angle DBC sera aussi égal à la somme des deux autres 
angles liDC , BCD : car BCD -p- BCA étant égal à deux 
angles droits, ainsi que CBA-l-CBD , 011 a BCD-(- BCA = 

CBA + CBD} ajoutant départ et d’autre BDC = BAC,on 
auraBCD-F-BCA-4-BDC = CBA-I-CBD-p-BAC. Or, par 
hyi>6thèse,BCA=:CBA-4 BAC; donc CBD = BCD -fBDC- 

i5. 
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Menei BI qui fasse l’angle CBI = BCD , et par suite IBD 
= BDC ; les deux triangles I BC , IBD , seront isoscèlea , et on 
aura IC = IB=iID. Donc le point I , milieu de DC, est à 
égale distance des trois points B , C , D : par une raison sem- 
blable le point O , milieu de AB , sera paiement disUut 
des trois points A , B , C. 

Soit maintenant CA' = CA et l’angle BC A' > BCA ; si l'on 
joint A’B , et qu’on prolonge les arcs A'C , A'B , jusqu'à 
leur rencontre en D', l’arc D'CA' sera une demi-circonférence 
ainsi que DCA ; donc puisqu’on a CA'=CA , on aura aussi 
CD'= CD. Mais dans le triangle CID', on a Cl-f-ID' >ÇD'; 
donclD'>CD— CI, ou ID'>II). . 

Dans le triangle isoscèle CIB divisons l'angle du sommet I 
en deux également par l’arc EIF qui sera perpendiculaire 
sur le milieu de BC. Si on prend un point L entre I et E, la 
'listance BL , égale à LC , sera moindre que BI ; car on peut 
démontrer, comme dans la prop. ix , liv. i, qu’on aBL-+- 
LC < Bl-i-IC ; donc en prenant les moitiés départ et d’antre, 
on aura BL < BL Mais dans le triangle D'LC on a D'L > D'C 

CL , et à plus forte raison D'L>DC — CI , ou D'L > DI , 

ou D'L>BI; donc D'L >BL. Donc si on cherche sur l’arc 
Eir un point également distant des trois points B , C , D', 
ce point ne saurait se trouver que sur le prolongement de 
El vers F. Soit l' le point cherché , en sorte qu’on ait D' I' 
— UI'=CI' i les triangles l'CB , l'CD', l'BD', étant isoscèles, 
on aura les angles égaux I'BC = I'CB , I'BD'=I'D'B , l'CD, 
=:I'D'C. Mais les angles iyBC-|-CBA' valent deux angles 
droits , ainsi que D'CB -H BCA' ; donc 
" D'BI'-4-rBC-J-CBA'=a, ' - . ' 

BCI'— I'CD'-»-BCA'=a. ' ' 

_ . , ' . . r, . , 

Ajoutant les deux sommes et observant qu’on aI'BC=BGl' 
et D'BI'— rCD'=BD T— l'D'C = CD'B = CA'B, on aura 

" al'BC-l-CA'B-l-CBA'-|-BCA'=4. 

Donc CA' B- 1 -CBA'-|-BCA'— ;a (mesurede l’aire du trian- 
gle A'BC ) = a — al'BC ; de sorte qu'on a aire A'BC = a — 
a ang/e l'BC ; semblablement dans le triangle ABC , on au- 
rait aire ABC = a — a angle IBC. Or , on a démontré que 
l’angle l'BC est plus grand que IBC ; donc Faire A'BC est 
plus petite que ABC. ^ 
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' La niéine démonstration et la meme conclusion auraient 
lien, si, en prenant toujours l’arc CA' =: CA , on faisait 
l’angle BCA' < BCA ; donc ABC est le triangle le plus grand 
entre tons ceux qui ont deux c6téa donnés et le troisième à 
•volonté. 

SchoUe I. Le triangle ABC , le pins grand entre tons ceux ^ . 

qui ont denx côtés donnés CA, CB, peut être inscrit dans 
un demi-cercle dont la corde du troisième côté AB sera le 
diamètre ; car O étant le milieu de AB , on a vu que les dis- 
tances OC, OB , sont égales i donc la circonférence de petit 
cercle décrite du point O comme pôle et de l'intervalle OB 
passera par les trois points A, B, C. Déplus la ligne droite 
BA est un diamètre de ce petit cercle; par le centre qui doit 
se trouver à la fois dans le plan du petit cercle et dans le 
plan de l’arc de grand cercle*' BOA , se trouvera nécessai- * pr. t, 
rement dans l’intersection de ces deux plans qui est la droite 
BA , et ainsi BA sera un diamètre. 

II. Dans le triangle ABC, l’angle C étant égal à la somme 
des deux antres A et B , il s’ensuit que la somme des trois 
angles est double de l'angle C. Mais cette somme est tou- 
jours plus grande que deux angles droits * ; donc l’angle Ç * *9* 
est plus grand qu’nn droit. 

III. Si l'on prolonge les côtés CB , CA , jusqu’à leur ren- 
contre en £ , le triangle BAE sera égal au quart de la surface 
de la sphère. Car l'angle E = C=ADC -f-CAB ; donc les 
trois angles du triangle BAE équivalent anx quatre ABC, 

ABE, CAB, BAE, dont la somme est égale à quatre angles 
droits; donc la surface du triangle BAE* = 4 — a = a, **' 
qui est le quart de la surface de la sphère. 

IV. n n’j aurait pas lieu à maximum , si la somme des deux 
côtés donnés CA , CB , était égale ou plus grande que la 
demi-circonférence d'un grand cercle. Car puisque le trian. 
gle ABC doit être inscrit dans un demi-cercle de la sphère , 

la somme des deux côtés CA , CB , sera moindre que la ^ 
demi-circonférence BCA* , et par conséquent moindre que la 
demi-circonférence d’un grand cercle. , > 

La raison pourquoi il n'y a pas de maximum , lorsque la 
somme des denx côtés donnés est plus grande que la demi- 
ci rconfécen ce d'un grand cercle, c'est qu’alors le triangle 
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■ augmente de plus en plus à mesure que l'angle compris par 
les côtéadonnés est plus grand; enfin , lorsque ccl anglcsera 
égal i deux droits, les trois côtés seront dans un même 
plan , et formeront une circonférence entière ; le triangle ~ 
sphérique deviendra donc égal à la demi -sphère, mais il 
. cessera alors d'étee triangle. 

. PROPOSITION. XXVII. ' , ' 

TRBOBBltB. 

De tout les triantes sphériques formés avec un c6té donne 
et un périmètre donné , le plus grand est celui dans lequel 
les deux ctftés non déterminés sont égaux. 

*4». Soit AB le côté donné commun aux deux triangles ACD, 
ADB , et soit AC + CB =: AD -f- DB; je dis que le triangle 
isoscèle ACB , dans lequel AC = CB , est plus grand que le 
non-isoscèle ADB. 

'Car ces triangles ayant la partie commune AOB , il suffit 
de faire voir que le triangle BOD est plus petit que AOC. 
L'angle CBA égal à CAB est plus grand que OAB ; ainsi 
le côté AO est plus grand que OB* ; prenez 01 =0B, faites 
OK = OD , et joignez Kl ; le triangle OKI sera égal à DOB*. 

Si on nie maintenant que le triangle DOB ou son égal KOI 
soit plus petit que OAC , il faudra qu'il soit égal 'ou phis 
grand ; dans l'un et l’autre cas , puisque le point I est entre 
. le's points A et O , il faudra que le point K soit sur OC pro- . • 

longé, sans quoi le triangle OKI serait contenu dans le • 
triangle ÇAO , et par conséquent plus petit'. Cela posé ;'lc 
pliis'court chemin de C en A étant C A ,. on a CK -f-KI-f- 
• lA > CA . Mais CK = OD — CO , A f= AO — OB , KI= BD; 
dohcOD — CO-pAO — OB-J-BD >CA, et en réduisant AD 
■— CB-f-BD > CA , ou AD -|- BD > AC -f- CB. Or cette iné- 
galité est contraire à l'hypothèse AD f- BD — AC -J- CB , 

. donc le point K ne peut tomber sur le prolongement de Of: ; 
donc il tombe entre O et C, et par consérpient le triangle' 
KOI , ou son égal ODB , est plus petit que ACO donc le 
triangle isoscèle ACB est plus grand que le non-isoscèle ADB 
de même base et de même périmètre. 

Seholie. Ces deux dernières propositions iont analogues 
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aux proposlrions i et iii de l'appendice an Ut. it ; ainsi on 
pent en tirer, par rapport anz polygones sphériques, les 
conséquences qui ont lien 'pour les polygones rectilignes. 

Voici les principales : ' 

I ° De tous les polygones sphériques isopérimètres et d'un 
même nombre de cités , le plus grstnd est un polygone équi- 
latéral. 

Même démonstration que pour la prop, II de l'appendice 
au livre IV. 

a® De tous les polygones sphériques formés avec des côtés 
donnés et un dernier à volonté , le plus grand est celui qu'on 
peut inscrire dans un demi-cercle dont la corde du côté non 
déterminé sera le diamètre. 

La démonstration se déduit de la prop. XXVI, comme 
on l'a vu dans la prop. IV de l’appendice cité; il faut pour 
l’existence du maximum , que la somme des cdtés donnés 
soit moindre que la demi-circonférence d’un grand cercle. . 

3® Le, plus grand des polygones sphériques formés avec 
des côtés donnés , est celui qu'on peut inscrire dans un cercle 
de la sphère. 

Même démonstration que pour la prop. VI de l’appendice 
au livre IV. ' 

Le plus grand des polygones sphériques qui ont le 
même périmètre et le même nombre de côtés , est celui qui 
a set angles égaux et ses côtés égaux. 

Cest ce qui résulte des corollaires i et 3 qui précèdent. 

Nota. Tontes les propositions de maximum concernant 
les polygones sphériques s’appliquent aux angles solides 
dont ces polygones sont la mesure. 
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APPENDICE AUX LIVRES VI et VU. 

LES POLYÈDRES RÉGULIERS. 


PROPOSITION PREMIÈRE. 

THBORâHB. 

Jt ne peut y avoir que cinq polyèdres réguliers. 

Car on a défini polyètlres réguliers ceux dont toutes les 
faces sont des polygones réguliers ^aux , et dont tous les 
angles solides sont égaux entre eux. Ces conditions ne peu- 
yent ayoir lieu que dans un petit nombre de cas. 

x* Si les faces sont des triangles équilatéraux , ort peut ' 
former cbaqne angle solide du polyèdre avec trois angles 
de ces triangles , ou avec quatre , ou avec cinq : de la naissent 
trois corps réguliers , qui sont le tétraèdre , l’octaèdre , et 
l’icosaèdre. On n'en peut pas former un plus grand nombre 
avec des triangles équilatéraux , car six angles de ces trr 
angles valent quatre angles droits, et ne peuvent former 
5 . d’angle solide’. 

9* Si les faces sont des quarrés , on peut assembler leurs 
angles trois à trois ; et de li résulte l’hexaèdre ou cube. 

, Quatre angles de quarrés valent quatre angles droits, et 
ne peuvent former d'angle solide. 

3’ Elnfin , si les faces sont des pentagones réguliers , on 
pourra encore assembler leurs angles trois à trois , et il en 
résultera le dodécaèdre régulier. 

On ne peut aller plus loin ; car trois angles d’hexagones 
réguliers valent quatre angles droits , et trois d’heptagones 
encore plus. 

Donc il ne peut y avoir que cinq polyèdres réguliers , 
trois formés avec des triangles équilatéraux , un avec des , 
quarrés , et un avec des pentagones. 

Scholie. On va prouver dans la proposition suivante que 
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oei cinq polyèdre* eiistent rééllemeiit , qn’on peut en 
déterminer toute* le* dimenûoni lorsqu’on connaît une de 
leur* face*. 

PROPOSITION II. 

PHOBLâHS. 

Etant donnée l’une des faces d’un polyèdre régulier, ou 
seulement son côté , corutruire le polyèdre. 

Ce problème en présente cinq qui vont être résolus suc- 
cessivement. 

Construction du tétraèdre. ' 

* 

Soit ABC le triangle équilatéral qui doit être une des faces fig. sil. 
du tétraèdre ; au point O , centre de ce triangle, élevez OS 
perpendiculaire au plan ABC; terminez cette perpendiculaire 
au point S , de sorte que AS= AB; joignez SB, SC, et la 
pyramide SABC sera le tétraèdre requis. 

Car, a cause des distances égales OA , OB , OC , les obli'^ 
ques SA , SB , SC , s'écartent egalement de la perpendicu- 
laire SO et sont égales. L’niie d’elles .SA = AB ; donc les 
quatre faces de la pyramide SABC sont des triangles égaux 
au triangle donné ABC. D’ailleurs les angles solides de cette 
pyramide sont égaux entre eux , puisqu'ils sont formés cha- 
cun avec trou angles plans égaux ; donc cette pyramide est 
un tétraèdre régulier. 

Construction de l’hexaèdre. 



Soit ABCD un quarré donné : sur la base ABCD coiistnii- 6g- sU- 
scz un prisme droit dont la hauteur AE soit égale au eète 
AB. Il est clair que les faces de ce prisme sont des quarrés 
égaux , et que scs angles solides sont égaux entre eux comme 
étant formés chacun avec trois angles droits; doncceprisiné 
est un hexaèdre régulier ou cube. 

*• Construction de l’octaèdre. 


Soit AMB un triangle équilatéral donné : sur le cèlé AB lîg *lV 
décrivez le quarré ABCD ; au point O , centre de ce quarré, 
élevez sur son plan la perpendiculaire TS , terminée de part 
et d’autre en T et S, de manière que OT = OS = AOj 
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joignes rainite SA, SB, TA , Me. , ,Vont «nm m< tolidé 
SABCDT eompoié de deux pyradiides qnadningnlairrs 
SABCD, TABCD, adossées, par leur base commune ABCD « 
ae solide sera l’octaèdre régulier demandé. «4 ' 

En effet, le triangle AOS est rectangle en O, ainsi que le 
triaitgla AOD ;,les cdtée AO , OS OD , sont égaux ; donc 
Ces trigngles sont éganx, done.AS = AD. On démontrera 
de même que toüs lAi éatres triangles rectangles AOT, BOS , 
COT r etc. ^sqnt égaux an triangle AOD; donc tous les 
cdtés AB , As ; AT, etc. sont égaux entre eux , et par con- 
*équrnt le solide SABCDT est compris sont liuit triangles 
.^aux an triangle éqnDatéral donné ABM. Je dis de plus que 
- . . léth ang|l^-<féUdts dn polyèdre, sont égaux entre enx : par- 

«K«nq»lgÿ Tangle S est égal a l'angle B. 

' .-Car il est risible que. le triangle SAC est égal au triangle 
lèÂC , et cjn’ainsi l’angle ASC est droit ; donc la figure 
SATC.estna quarré égal eu quarré ABCD. Mais si on com-< 
pare la pynmide BASCT à la pyramide SABCD , la base 
JkSCT de la pramiéra peut se plaaar sur la base ABCD de ta 
‘ Vaepude; allMra le point O étant un centra commun , la hau> 

. tanr OB delà première coïncidera arec la hauteur OS de la 
Mcoode , et les deux pyramides se.confondront en une seule; 
dMc l’angle solide S. est égal à l^angie solide B ; donc le so- 
lide SABCDT est an octaèdre régulier, - 

Scholie. Si trois droites égales, AC, BD, ST, sont per- 
pendiculaires entre elles et se coupent dans leur milieu , les 
extrémités de ces droites seront les sommets d’un octaèdre 
■ régulier. 

. Construction du dodécaèdre. 

stA ABCDE un pentagone régulier donné ; soient ABP, 

CBP , deux angles plans égaux à l’angle ABC ; axec ces angles 
plans forme* l’angle solide B , et détermines par la' propo- 
sition xxiY, liyre ▼, l’inclinaison mutuelle de deux de ce» 
plans , inclinaison que j'appeHc K. Formes semblablement 
aux points C, D, E, A, des angles solides égaux à l’angle 
solide B , et situés de la même manière : le plan CBP sera le 
même avec le plan 6CG , puisqu’ils sont inclinés l’un et 
l’autre de la même quantité K sur le plan ABCD. On peut 
donc dans lé plan PBCG décrire le pentagone BCGFP égal 
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an pentagone ADCDE. Si on fait de même dans chaenn des 
autres plans CD! , DEL ^clc. , on aura une surface convexe 
PFGH , etc. composée de six pentagones réguliers égaux et 
Inclinés chacun sur son adjacent de la même quantité K. 
Soit pft^ , etc. une seconde surface égale à PFGH , etc. , je 
dis que ces deux surfaces peuvent être réunies de manière à 
ne former qu’une seule surface convexe continue. En effet, 
l’angle par exemple, petit SC joindre aux deux angles 
OPB , B1*F , jK>nr faire un angle solide P égal k l’angle B ; ef 
dans cette jonction il ne sera rien changé à l’indinaison des 
' plans BPF , BPO , puisque cette inclinaison est telle qu’il le 
faut pour la formation del’angle solide. Mais en même temps 
que l’angle solide P se forme, lectité yjys’appliqucra sur son 
égal PF, et an point F se trouveront réunis trois angles 
plans PFG , p/e , efg , qui formeront un angle solide égal i 
chactin des angles déjà formés ; cette jonction se fera sans 
rien changer ni à l’état de l'angle P, ni i celui delà surface 
efgh , etc. ; car les plans PFG , efp , déjà réunis en P , ont 
entre eux l’inclinaison convenable K, ainsi que les plan* 
efg , efp. Continuant ainsi de proche eu proche, on voit 
que les deux surfaces s’ajusteront mutuellement l’une avec 
l'autre, pour ne former qu’une seule surface continue cl retr 
traiitc sur elle-même : ceite surface sera celle d’un dodé- 
caèdre régulier , puisqu’elle est composée de douze (lenta- 
.gones réguliers égaux , et que tous ses angles solides sont 
égaux entre eux. 

. Conslruclion de l’icosaèdre. 

Soit ABC une de ses faces; il faut d’abord former un 
angle solide avec cinq plans égaux au plan AB C et égale- 
ment inclinés chacun sur son adjacent. Pour cela , sur 
côté B'C', égala BC, faites le pentagone régulier B'C'Il'riJ'; 
au centre de ce ]>cnlagonc élevez sur son plan une perpendi. 
culaire , que vous terminerez en A' de manière que B'A'ü 
B'C' ; joignez A'C', A'H’ , A'I' , A'D' , et l’angle solide A', 
formé par les cinq plans B'A'C', C'A'H', etc., sera l'angle 
solide requis. Car les obliques A'B' , A'C' , etc. sont égales , 
et l’une d'elles A'B' est égale an côté B'C'; donc tous les 
triangles B'A''C', C'AIH', etc. sont égaux entre eiixet'an 
trîjngle iltinné ABC. • • 
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Il est visible d’ailleurs que les plans B'A'C', C'A' H', etc. 
sont éf^lement inclinés chacun sur son adjacent ; car les 
angles solides B', C', etc. sont égaux entre eux j puisqu’ils 
sont formés chacun avec deux angles de triangles équilaté- 
raux et un de pentagone régulier. Appelons K l’inclinaison 
des deux plans où sont les angles égaux, inclinaison qu'on 
peut déterminer par la proposition xxiv, liv. v; l'angle K 
sera en même temps l'inclinaison de chacun des plans qui 
composent l’angle solide A' sur son adjacent. 

Cela posé, si on fait aux points A, B, C, des angles solides 
égaux chacun à l’angle A' on aura une surface convexe 
DEFG , etc. composée de dix triangles équilatéraux , dont 
chacun sera incliné sur son adjacent de la quantité K ; ét les 
angles D , E , P , etc. de son contour réuniront allemative- 
ment trois et deux angles de triangles équilatéraux. Imagi- 
nez une seconde surface égale à la surface DEFG , ete. ; ces ■ J 
deux surfaces pourront s’adapter mutuellement , en joignant 
chaque angle triple de l'une à un angle double de l’autre ; 
et, comme les plans de ces angles ont déjà entre eux l'incli- 
naison K nécessaire pour former un angle solide quintuple 
égal à l’angle A , il ne sera rien changé dans cette jonction à 
l’état de chaque surface en particulier, et les deux ensemble 
formeront une seule surface continue , composée de vingt 
triangles équilatéraux. Cette surface sera celle de ricosaédre 
régulier , puisque d’aillpurs tous les angles solides sont 
égaux entre eux. 

PROPOSITION III. 

PROBLÈME. 

Trouver l’inclinaison de deu.r Jnces adjacentes d’un po- 
lyèdre régulier. 

Cette inclinaison se déduit immédiatement de la construc- 
tion qui vient d’être donnée des cinq polyèdres réguliers ; à 
quoi il faut ajouter la proposition xxiv , liv. v, par laquelle 
étant donnés les trois angles plans qui forment un angle 
(Olide, on détermine l’angle que deux de ces plans font 
entre eux. 

Hans le triracdrr. Ch.vqiie angle solide est formé de trois 
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angles de triangles cqoilatéranx : U faut donc chercher par 
le prohibe cité l’angle que deux de ces plans font entre 
eux , cet angle sera l’inclinaison de deux faces adjacente’’ 
du tétraèdre. 

Dans l'hexaèdre. L’angle de deux faces adjacentes est un %. 
angle droit. 

Dans l'octaèdre. Formes un angle solide avec deux an- Kg.*s 5 . 
gles de triangles équilatéraux et un angle droit ; l'inclinai- 
son des deux plans où sont les angles des triangles sera 
celle de deux faces adjacentes de l'octaèdre. 

Dans le dodécaèdre. Chaque angle solide est formé avec Sg. 146. 
trois angles de pentagones réguliers; ainsi l’inclinaison des 
|>lans de deux de ces angles sera celle de deux faces adja- 
centes du dodécaèdre. 

Dans l’icosaèdre. Formes un angle solide avec deux an* ég-a 47 * 
gles de triangles équilatéraux et un angle de pentagone ré- 
gulier , l’inclinaison des deux plans on sont les angles des 
triangles sera celle de deux faces adjacentes de l’icosaèdre. 

PROPOSITION IV. 

paoBi.âi(X. 

Etant donné le côté d'un jioljèdre régulier, trouver le 
rayon de la sphère inscrite et celui de la sphère eireonr- 
scrite au polyèdre. 

Il faut d’abord démontrer que tout polyèdre régulier peut 
être inscrit dans la sphère , et qu’il peut lui être circonscrit. 

Soit AB le c6té commun à deux faces adjacentes'; soient 
C et E les centres de ces deux faces, et CD, ED, les peipendi- 
mlaires abaissées de ces centres sur le c6té commun AB^ 
lesquelles tomberont au point D, milieu de ce cêté. Les deux 
perpendiculaires CD , DE , font entre elles un angle connu , 
qui est égal â l’inclinaison de deux faces adjacentes, déter- 
minée par lè problème précédent. Or si, dans le plan CDE, . 
perpendiculaire à AB , on mène sur CD et ED les perpendi- 
culaires indéfinies CO et ËO, qui se rencontrent en O, je 
dis que le point O sera le centre de la sphère inscrite et, 
celui de ta sphère circonscrite ; le rayon de la première 
éuni OC, et celui de la seconde OA. ' ‘ 
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En effet , puisque les apothèmes CD , DE , sont égales, et 
l'b}rpoténnse DO commune , le triangle rectangle CDO est 
, I. égal au triangle rectangle ODE * et la perpendiculaire OC 
est égale à la perpendiculaire OE. Mais AB étant perpendi- 
culaire an plan CDË, le plan ABC est perpendiculaire à 
, 5. CDE* ou CDE à ABC ; d’ailleurs CO , dans le plan CDE, 
est perpendiculaire à CD , intersection commune <les plans 
'>■ CDE , ABC ; donc CO * est perpendiculaire au plan ABC. 
Bar la même raison EO est perpendiculaire au plan ABK ; 
donc les deux perpendiculaires CO , EO , menées aux plans 
J dr deux faces adjacentes par les centres de ces faces , se 
rencontrent en un m^e point O et sont égales. Supposons 
maintenant que ABC et ABE représentent deux antres faces* 
adjaceutès quelconques , l’apothème CD restera toujours de 
la même grandeur , ainsi que l’angle CDO, moitié de CDE; 
donc le triangle rectangle CDO et son cèté CO seront égaux 
pour toutes les faces du polyèdre ; donc , si du point O 
comme centre et du rayon OC on décrit une sphère , cette 
sphère touchera toutes les faces du polyèdre dans leurs 
. Centres (car les plans ABC , ABE , seront perpendiculaires 
à rextréinité d’un rayon) , et la sphère sera inscrite dans le 
polyèdre, ou le jtolyèdre circonscrit à la sphère. 

Joignez OA, OB; à causcdeCA = CB,Jes deux obliques 
OA, OB, s’écartant également de la perpendiculaire, seront 
égales ; il en sera de .même de deux autres ligues quelcon- 
_ ques menées du centre O aux extrémités d’un même cdté; 
donc toutes cas lignes sont égales entre elles; donc si du 
point O comme centre et du rayon OA on décrit une sur- 
face sphérique , cette surface paissera par les sommets de 
tous les angles solides du polyèdre, et la sphère sera cir- 
conscrite au polyèdre on le polyèdre inscrit dans la sphère. 

Cela posé , la solution du problème proposé n’a plus au- 
cune difficulté, et peut s’effectuer ainsi : 
atp. Étant donné le côté d’une face du polyèdre , décrives 
cette face, et soit CD son apothème. Cherchez ;>ar le pro- 
blème précédent l’inclinaison de deux faces adjacentes du 
polyèdre , et faites l'angle CDE égal à cette inclinaison. 
Prenez DE égaje à CD , menez CO et EO perpendiculaires 
^ CO et ED; ces deux perpeiuliculaires se rencontreront 
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eh un point O, et CO sera le rayon de la sphère inscrit 
dans le polyèdre. 

Sur le prolongement de DC prenez CA égale au rayon 
du cercle circonscrit à une face du polyèdre ^ et OA sera 
le rayon de la sphère circonscrite à ce même (lolyèdre. 

Car les triangles rectangles CDO, CAO, de la fig. 249, 
!>ont égauk aux irianglcs de même nom dans la ligure 248 ; 
ainsi, tandis que CD et CA sont les rayons des cercles in- 
scrit et circonscrit à une face du polyèdre, ÜC et OA sont 
les rayons des sphères inscrite et circonscrite au même po- 
yèdre, 

SchoUe. On peut tirer des propositions précédentes plu- 
sieurs conséquences. 

I® Tout polyèdre régulier peut être partagé en autant de 
pyramides régulières que le polyèdre a de faces.- le sommet 
commun de ces pyramides sera le centre du polyèdre, qui 
est en même temps celui des sphères inscrite et circonscrite. 

2° La solidité d’un polyè-dre régulier est égale à sa surface 
multipliée par le tiers du rayon de la sphère inscrite. 

■ 3 ® Deux polyèdres réguliers de même uom sont deux so- 
lides semblables, et leurs-dimensions homologues sont pro- 
'portionnelles; donc les rayons des sphères inscrites ou cir- 
conscrites sont entre eux comme les côtés de ces polyèdres. 

4“ Si on inscrit un polyèdre régulier dans une sphère, 
les plans menés du centre le long des différents côtés ]>ar- 
tageront la surface de la sphère en autant de polygone* 
phériques égaux et semblable* que le polyèdre a de faces. 
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8g. «5o. 1* O. appelle cylindre le solide produit par la révo- 
lution d’un rectangle ABCD, qu’on imagine tourner 
autour du côté immobile AB. 

Uans ce mouvement les côtés AO^ BC, restant 
toujours perpendiculaires à AB, décrivent des plans 
circulaires égaux DHP, GGQ, qu’on appelle les 
bases du cylindre^ et lé côté CD en décrit la swjace 
convexe. ' 

La ligne immobile AB s’appelle Vaxe du cylindre. 

Toute section KLM, faite dans le cylindre perpen- 
diculairement à l’axe, est un cercle égal à chacune 
des bases : car pendant que le rectangle ABCD 
tourne autour de AB, la ligne IK, perpendiculaire à 
AB, décrit un plan circulaire égal à la base', et ce 
plan n’est autre chose que la section faite perpendi- 
culairement à l’axe au point 1. 

Toute section PQGH, faite suivant l'axe, est un 
rectangle double du rectangle générateur ABCD. 

Bf.tSi. II. On appelle cône le solide produit par la révo- 
lution du triangle rectangle SAB , qu’un imagine tour- 
ner autour du côté immobile SA. 

Dans ce mouvement le côté AB décrit un plan cir- 
culaire BDCE, qu’on appelle la hase du cône, et ITiy- 
~ poténuse SB en décrit la surface convexe. 

Le point S s’appelle le sommet du cône, SA Paxe 
ou la hnuteur, et SB le côté ou Vapothéme. 

Toute section HKFl, faite perpendiculairement à 
l’axe, est un cercle; toute section SDE, faite sui- 
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vant l’axe , est un triangle isoscèie double du triangle 
générateur SAB. 

III. ’ Si du cône SCDB on retranche, par une sec- 
tion parallèle à la base, le cône SFKH, le solide res- 
tant CBHF s’appelle cône tronqué ou tronc de cône. 

On peut supposer qu’il est décrit par la révolution 
du trapèxe ABHG, dont les angles A et G sont droits, 
autour du côté AG. La ligne immobile AG s'appelle 
l'axe ou la hauteur du tronc ^ les cercles BDC, HFK , 
en sont les bases, et BH en est le côté. 

IV. Deux cylindres ou deux cônes sont semblables 
lorsque leurs axes sont entre eux comme les diamètres 
de leurs bases. 

V. Si, dans le cercle ACD qui sert de base à un 6g. »5a. 
cylindre, on inscrit un polygone ABCDE, et que sur 

la base ABCDE on élève un’ prisme droit égal en 
hauteur au cylindre, le prisme est dit inscrit dans le r 
cylindre, ou le cylindre circonscrit au prisme. . . 

Il est clair que les arêtes AF, BG, CH, etc. du 
prisme, étant perpendiculaires au plan de la base, 
sont comprises daii.s la surface convexe du cylindre; 
donc le prisme et le cylindre se touchent suivant ces . 
arêtes. - 

VI. Pareillement , si ABCD est un polygone circon- 6g. »5î. 
scrit à la base U'uii cylindre, et que sur la base ABCD 

on construise un'prismc droit égal en hauteur au cy- 
lindre, le prisme est dit circonscrit au cylindre , ou le 
cylindre inscrit dans le prisme. 

Soient M, N, etc. les points de contact des côtés 
AB, BC, etc. et soient élevées par les points M, N, 
etc. les perpendiculaires MX, NY, etc. au plan de la 
base; il est clair que ces perpendiculaires seront à-la- > 
fois dans la surface du cylindre et dans celle 'du prisme 
circonscrit ; donc elles seront leurs Ugnes de contact. 

ïi. B. Le cylindrt , le cSoe, et In tphere, sont les trois corps romis 
'dont on s'ocoope dsns les éléments. 
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' > Lemmes préliminaires sur les surfaces, 

I. 

/ 

Une surface plane OABCD est plus petite que 
toute autre surface PABCD , terminée au même 
contour ABCD. , 

Cette proposition est assez évidente pour être ran- 
gée au nombre des axiomes; car on pourrait suppo- 
ser queie plan est parmi les surfaces ce que là ligne 
droite est parmi les lignes : la ligne droite est la pins 
courte entre deux points donnés, de même le plan 
est la surface la plus petite entre toutes celles qui ont 
un même contour. Cependant comme il convient de 
réduire les axiomes au plus petit nombre possible, 
voici un raisonnement qui ne laissera aucun doute 
jiur cette proposition. 

Une surface étant une étendue en longueur et en 
largeur, on ne peut concevoir qu’une surface soit 
plus grande qu’une autre, à moins que les dimensions 
de la première n’excèdent dans quelques sens celles 
de la seconde; et s’il arrive que les dimensions d'une 
surface soient en tous sens plus petites que les dimen- 
sions d’une autre surface, il est évident que la pre- 
mière surface sera la plus petite des deux. Or, dans 
quelque sens qu’on fasse passer le plan BPD , qui cou- 
pera la surface plane suivant BD, et l'autre surface 
suivant BPD , la ligne droite BD sera toujours plus • 
petite que BPD ; donc la surface plane OABCD est 
plus petite que la surface environnante PABCD. 

II. . . 

Toute surface convexe OABCD est moindre 

qu'une eustre surface quelconque qui enveloppe- 
rait la première en s'appuyant sur le ntéme con- 
tour ABCl). 
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JVobs répéterons ici que nous entendons par sur- 
face convexe une surface qui ne peut être rencontrée 
par une ligne droite en plus de deux points : et ce- 
pendant il est possible qu’une ligne droite s'applique 
exactement dans un certain sens sur une surface 
convexe; on en voit des exemples dans les surfaces 
du cône et du cylindre. Nous obseiverons aussi que 
la dénomination de surface convexe n'est pas bornée 
aux seules surfaces courbes; elle comprend les sur- 
faces polyèdrales ou composées de plusieurs plans, 
et aussi les surfaces en partie courbes, en partie po~ 
lyédrales. ’ 

Cela posé, si la surface UABCD n’est pas plus 
petite que toutes celles qui l’enveloppent, soit parmi 
celles-ci PABCD la surface la plus petite qui sera a*J 
plus égale à OABCD. Par un point quelconque O , 
faites passer un plan qui touche la surface OABGU 
sans la couper; ce plan rencontrera la surface PABCD, 
et la partie qu’il en retranchera sera plus grande qu<^ 
le plan terminé à la même surface* : donc, en con~ *iem. r 
servant le reste de la surface PABCD, on pourrai 
substituer le plan k la partie retranchée , et on aurait 
une nouvelle surface qui envelopperait toujours la sur- • 
face OABCD , et qui serait plus petite que PABCD. 

Mais celle-ci est la plus petite de toutes par hypo- 
thèse; donc cette hypothèse ne saurait subsister, donc 
la surface convexe OABCD est plus petite que toute 
autre surface qui envelopperait OABCD , et qui serait 
terminée au même contour ABCD. 

Scho/ie, Par un raisonnement entièrement semblable 
on prouvera, 

i** Que, si une surface convexe terminée par deux £g. * 56 . 
contours ABC, DEF, est enveloppée par une autre 
siudace quelconque terminée aux mêmes contours, 
la surface enveloppée sera la plus petite des deiu.. 

i6. ‘ . 
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a” Que , si une surface convexe AB est enveloppëe 
lie toutes parts par une autre surface MN, soit qu’elles ■ 
aient des points, des lignes ou des pians communs, 
suit qu’elles n'aient aucun point de commun, la sur- 
face enveloppée sera toujours plus petite que la surface 
enveloppante. 

Car parmi celles-ci il ne peut ‘y en avoir aucune 
qui soit la plus petite de toutes, puisque dans tous les 
cas on pourrait toujours mener le plan CD tangent 
à la surface coivvexe , IcHjuel plan serait plus petit 
que la surface C!\ID*; et ainsi la surface "CND serait 
plus pi'tite que MN, ce qui est contraire à l’hypothèse 
que MN' est la plus peiite,de toutes. Donc la surface 
convexe AB est plus petite que toutes celles qui l’en- 
veloppent. 

.V 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

La solidité d’un cylindre est égale au produit 
de sa hase par sa hauteur. 

Soit CA le. rayon de la base du cylindre donné, 
n sa hauteur^ représentons par surf. CA la surface 
du cercle dont le rayon est CA ; je dis que la 
solidité du cylindre sera CA X H. Car , si 

surf. CAx H n'est pas la mesure du cylindre donné, 
ce produit sera la mesure d’un cylindre "plus grand 
ou plus petit. Et d’abord supposons qu’il soit la 
mesure d'un cylindre plus petit, par exemple, du 
cylindre dont CD est le rayon de la base et H la 
hauteur. 

Circonscrivez au cercle dont le rayon'est CD, un 
polygone régulier GHIP, dont les côtés ne rencon- 
trent pas la cii’conférence dont CA est le rayon * ; 
imaginez ensuite un prisme droit qui ait pour base le 
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polygone GHIP, et pour hauteur H, lequel prisme 
sera circonscrit au cylindre dont CD est le rayon de 
• la base. Cela posé, la solidité du prisme* est égale à 
sa base GHIP, multipliée par la hauteur H; la base 
GHIP est 'plus petite que le cercle dont CA est le 
rayon : donc la solidité du prisme est plus petite qu^ 
surj. CAxH. Mais surf. CA X H est, par hypothèse, 
la solidité du cylindre inscrit dans le prisme; donc 
le prisme serait plus petit que le cylindre : or , au 
contraire,^ le cylindre est plus petit que le prisme , 
puisqu’il y est contenu ; donc il est impossible que 
surj. CA X H soit la niesüre du cylindre dont CD 
est le rayon de la base et H la hauteur ; ou , en termes 
• plus généraux , U produit de la base (T un cylindre 
par sa hauteur ne peut mesurer un cylindre plus 
. petit. 

Je dis en second lieu que ce même produit ne peut 
mesurer un cylindre plus grand : car, pour ne pas 
multiplier les figures, soit CD le rayon de la base du 
cylindre donné, et soit, s’il est possible, suif. CDx H 
la mesure d’un cylindre plus grand, par exemple, 
du cylindre dont CA est le rayon de la^base et H la 
hauteur. 

Si on fait la même construction que dans le premier 
cas., le prisme circonscrit au cylindre donné aura 
pour mesure GHIP X H : l’aire GHIP est plus grande 
que suif. CD ; donc la solidité du prisme dont il 
's’agit est plus grande que suf. CDxH : le prisme 
' serait donc plus grand que le cylindre de même hau» 
teur qui a pour base suf. CA. Or, au contraire, le 
prisme est plus petit que le cylindre, puisqu’il y est 
contenu ; donc il est impossible que la base d'un ty- 
lùulre multipliée par sa hauteur soit la mesure d'un 
cylindre, plus grand.- 

Donc enfin la solidité d’un cylindre est égale 
droduit de sa base par sa hauteur. 
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Corollaire I. Les cylindres de même hauteur sont 
. entre eux comme leurs bases , et les cylindres de 
même base sont entre eux comme leurs hauteurs. 

Corollaire II. Les cylindres semblables sont comme 
les cubes des hauteurs , ou comme les cubes des dia- 
mètres des bases. Car les bases sont comme les quarrés 
de leurs diamètres ; et puisque les cylindres sont 
semblables, les diamètres des basés sont comme les 
*dir. 4 . hauteurs* : donc les bases sont comme les quarrés 
des hauteurs ; donc les bases multipliées par les hau- 
teurs, ou les cylindres eux -mêmes, sont comme les 
cubes des hauteurs. 

Scholie, Soit R le rayon de la base d’un cylindre,- 
H sa hauteur, la surface de la base sera irR’*, et la 
solidité du cylindre sera irR’ xH, ou itR’H. 

PROPOSITION 11. ' 

*• . • * * 

, L E M M E. 

La surface convexe d'un prisme droit est égale 
- au périmètre de sa base multiplié par sa hauteur. 

fig. iSs. Car cette surface est égale à la sdmme des rectangles 
AFGB^ BGHC, CHID, etc. dont elle est composée; 
or les hauteurs AF, BG, CH, etc. de ces rectangles 
sont égales k la hauteur du prisme; leurs bases AB, 
BC, CD, etc. prises ensemble , font le périmètre de la 
base du prisme. Donc la somme de ces rectangles ou 
la surface convexe du prisme est égale au périmètre de 
sa base multiplié par sa hauteur. 

Corollaire. Si deux prismes droits ont la même 
hauteur, les surfaces convexes de ces prismes seront . ‘ 
entre elles comme les périmètres de leurs bases. 


Digitized by Google 


tIVR B 


VI I I. 


*47 ' 

PROPOSITION III. 

* ■ .* ' 
. L E M M E. ' - 

La surface convexe du cylindre est plus grande 
que la surface convexe de tout prisme inscrit, et ^ 

plus petite que la surface convexe de tout prisme 
circonscrit. 

Car la surface convexe tlu cylindre et celle du 6g.î5j. ' 
prisme inscrit ABCDEF peuvent être considérées 
comme ayant même longueur, puisque toute section 
faite dans l’une et dans l’autre parallèlement à AF 
est égale à AF ; et si pour avoir les largeurs de ce» 
surfaces on les coupe par des plans parallèles à la 
base ou perpendiculaires à l’arête AF, les sections 
seront égales, l’une à la circonférence de la baseï 
l’autre au contour du polygone ABCDE plus petit 
que cette circonférence : donc , puisqu’à longueur 
égale la -largeur de la surface cylindrique est ^lus 
grande que celle de la surface prismatique, il s’en- 
suit que la première surface est plus grande que la 
seconde. 

Par un raisonnement entièrement semblable on 'fig. »S3. 
prouvera que la surface convexe du cylindre est 
plus petite què celle de tout prisme circonscrit 
BCDKLH. 

. PROPOSITION IV. 

THÉOaÂlfB. 

• ' • - * ' 

La surface convexe d’un cylindre est égale à 
la' circonférence de sa base multipliée par sa 
hauteur. 

Soit CA le' rayon de la base du cylindre donné-, fig. iSS. . 
H sa hauteur ; si on représente par cire. CA la 
circonférence qui a pour rayon CA , je dis que 
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' eirc. CA x H sera la surface convexe de ce cylindre. 
Car , si on nie cette proposition , il faudra que 
cire. CA X H soit la surface d’un cylindre plus grand 
ou plus petit; et d’abord supposons quelle soit la 
surface d’un cylindre plus petit, par exemple, dn 
cylindre dont CI) est le rayon de la base et H la 

■ hauteur. 

Circonscrivez au cercle . dont le rayon est CD un 
polygone régulier GHIP , dont les côtés ne rencon- 
trent pas la circonférence qui a CA pour rayon ; ima- 
gines ensuite un prisme droit qui ait pour hauteur 
H, et pour base le polygone GHIP. La surface con- 
vexe de ce prisme sera égale au contour du polygone . 
GHIP multiplié par la hauteur H * : ce contour est > 
plus petit que la circonférence dont le rayon est 
CA; donc la surface convexe du prisme est plus.petite 
que cire. CA X H. Mais cire. CA x H est , par hypo- 
thèse , la surface convexe du cylindre dont CD est le . 
rayon de la base , lequel cylindre est inscrit dans le 
prisme ; donc la surface convexe du prisme serait plus 
petite que celle dii cylindre inscrit. Or, au contraire, 
elle doit êti'e plus grande * ; donc l’hypothèse d’où 
l’on est parti est absurde: donc, i" la circonjérenca 
de la base d’un, cjrlindre' multipliée par sa hauteur 
ne peut mesurer la surjace convexe d’un cylindre' 
plus petit. 

Je dis en second lieu que ce même produit ne peut 
mesurer la surface d’un cylindre plus grand. Car, 
pour ne pas changer de figure , soit CD le rayon de 
la base du cylindre donné, et soit, s’il est possible, 
etre. CDx H la surface convexe d’un cylindre qui, 
avec la même hauteur , aurait pour base un cOrcle 
plus grand, par exemple, le cercle dont le rayon est- 
CA. On fera la même construction que dans la pre- ' 
mière hypothèse, et la surface convexe du prisme 
sera toujours égale au contour du polygone GHIP, 
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multiplié par la hauteur H. Mais ce contour est plus 
grand que cire. CD; donc la surface du prisme serait 
plus grande que cire. CD x H , qui , par hypothèse , . 

est la surface du cylindre de même hauteur dont CA 
est le rayon de la base. Donc la surface du prisme 
serait plus grande que celle de ce cylindre. Maisi 
quand même le prisme serait inscrit dans le cylindre > 
sa surface serait plus petite que celle du cylindre * 
à plus forte raison est -elle plus petite lorsque le 
' prisme ne s’étend pas jusqu’au cylindre. Donc la se- 
conde hypothèse ne saurait avoir lieu ; donc ia 
circonférence de fa base d'un cjrlindre multipliée par 
sa hauteur ne jseiU mesurer la surface d'un cylindre 
plus grand. -• 

Donc enfin la surface convexe d’un cylindre est 
égale à la circonférence de sa base multipliée par sa 
hauteur. •v,"'..- 

-PROPOSITION V. ■ ' ' 

•' THÉORBHB. . ■ ' 

La solidité d’un cône est égale au produit de 
sa base par le tiers de sa hauteur. 

Soit SO la hauteur du cône donné, AO le rayon *«■»•%• 
de la base; si on désigne par surf. AO la surface dp 
la base, je dis que la soliililé de ce cône sera égale ^ 
suif. AOx j SO. 

En efiet, supposons i °. que su//T AO XÿSO soit la 
solidité d’un cône plus grand, par exemple, du cône 
dont SO est toujours la hauteur^ mais dont OB plus 
grand que AO , est le rayon de la base. 

Au cercle dont le rayon est AO circonscrives uij ’ 

polygone régulier MNP'f qui ne rencontre pas la . . 

circonférence dont le rayon est OB * ; imi^inez en* 
suite une pyrauude qui ^ ait pour base le polygone 
et pour sommet le point S. La solidité de cette py- ■ 
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ramide* est ^gale à l’aire du polygone MNPT mul- 
tipliée par le tiers de la hauteur SO. Mais le poly- 
gone est plus grand que le cercle inscrit représenté 
par surf. AO ; donc la pyramide est plus grande 
que AOx^SO, qui, par hypothèse , est la me- 
sure du cône dont S est le sommet et OB le rayon de 
la base. Or, au contraire, la pyramide est plus petite 
que le cône, puisqu’elle y est contenue; donc i“ il 
est impossible que la base d’un cône multipliée par . 
le tiers de sa hauteur soit la mesure d’un cône plus 
grand. 

Je dis a" que ce même produit ne peut être la me- ^ 
sure d’un cône plus petit. Car, pour ne pas changer 
“de figtire, soit OB le rayon de la base du cône don- 
né , et soit , s’il est possible , surf. OB x jSO la soli- 
dité du cône qui a pour hauteur SO et pour base le 
cercle dont AO est le rayon. On fera la même con- 
struction que ri-tlessus , et la pyramide SMNPT aura 
pour mesure l’aire MNPT multipliée par ÿ SO. Mais 
l’aire MJNPT est plus petite que surf. OB ; donc la 
pyramide aurait une mesure plus petite que surf. 

OB X 3 SO , et par conséquent elle serait plus petite 
que le cône dont AO est le rayon de la base et SO la 
hauteur. Or, au contraire, la pyramide est plus grande 
que le cône , puisque le cône y est contenu : donc a” 
il est impossible que la base d'un cône multipliée par - 
le tiers de sa hauteur soit la mesure d’un cône plus 
petit. 

Donc enfin la solidité d’un cône est égale au pro- 
duit de sa base par le tiers de sa hauteur. 

Corollaire. Un cône est le tiers d’un cylindre de 
même base et de même hauteur ; d’où il suit , 

i" Que les cônes d’égales hauteurs sont etitre eux 
comme leurs bases ; 

a" Que les cônes de bases égales sont entre eux 
comme leurs hauteurs ; , ‘ ' 
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3” Que les cÂnes semblables sont comme les cubes 
des diamètres de leurs bases , ou comme les cubes de 
leurs hauteurs. 

Scholie. Soit R le rayon de la base d’un cône, H 
sa hauteur; la solidité du cône sera irR’ xf H ou 
iiîR*H. . ' • ’ ' 

PROPOSITION VI. 

TH ÉO R K H B. 

. Le cône tronqué , dont kO, DP sont les 
rayons des bases et PO la hauteur , a pour me~ 

OP. (aO-4- DP-H AO X dp). • 

Soit TFGH une pyramide triangulaire de même ' 
hauteur que le cône SAB, et dont la base FGH .soit 
équivalente à la base du cône. On peut supposer que 
ces deux bases sont placées sur un même plan ; alors' 
les sommets S et T seront à égales distances du plan ' ’ 
des bases, et le plan EPD prolongé fera dans la pyra- 
mide la section IKL. Or je dis que cette section IKL 
est équivalente à la base DE; car les bases^AB, DE, 
sont entre elles comme les quarrés des rayons AO , 

DP*, ou comme les quarrés des hauteurs SO, SP; *ir, 4 ., 
les triangles FGH, IKL, Sont entre eux comme les 
quarrés de ces mêmes hauteurs*; donc les cercles * iM- 
AB, DE, .sont entre eux comme les triangles FGH, 

IKL. Mais, par hypothèse, le triangle FGH est équi- 
valent au cercle AB; donc le triangle IKL est équiva- 
lent au cercle DE. 

Maintenant, la base AB multipliée par jSO est la 
solidité du cône SAB, et la base FGH multipliée par 
•jSO est: celle de la pyramide TFGH; donc, à cause 
des bases équivalentes, la solidité de la pyramide est 
égale à celle du cône. Par une raison semblable, la 
pyramide TIKL est équivalente au cône SDE; dônc 
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le tronc de cône ADEO est équivalent au tronc de 
pyramide FGHIKL: Mais la base FGH, équivalente 
' au cercle dont le rayon est AO, a pour mesure 

irxAO; de même la base IKL =: X DP, et la 

moyenne proportionnelle entre w x AO et it x DP 
est iï X AO X DP; donc la solidité du troue de pyra- 
‘ mide , ou celle du tronc de cône , a pour mesure OP X 

■ * ao,6. (itx AO+itx DP+tc X AO X dp)*, qui 'est la même 
chose que {tc X O P X ( A O -P D P + AO X dp). 

proposition VIL . . * 

THEORéHE.' 

La surjace convexe <V un cône est égale à la 
circonférence de sa base multipliée par la moi- 
tié de son coté., ' . 

Sg. Soit AO le rayon de la base du cône donné , S son 

sommet, et SA son côté; je dis que sa surface sera 
cire. AO X 7 SA. Car soit, s’il est possible, cire. AOx 
jSA, la surface d'un cône qui aurait pour sommet le 
point S et pour base le cercle décrit du rayon OB plus 
grand que AO. . .. - 

. Circonscrivez au petit cercle un polygone régulier 
MNPT, dont les côtés ne rencontrent pas la cir- 
conférence qui a pour rayon O B; et soit SMNPT 
. la pyramide régulière , qui aurait pour base le poly- 
gone, et pour sommet le point S. Le triangle SMN,- 
l’un de ceux qui composent la surface convexe de la 
pyi-amide, a pour mesure sa base MN multipliée par 
la moitié de la hauteur SA , qui est en même temps 
le coté du cône donné; cette hauteur étant égale 
tians tous les autres triangles SNP, SPQ, etc. il 
s’ensuit que la surface convexe de la pyramide 'est 
égale au contom- MNPTM multiplié par SA. Mais 
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le contour MNFfM, est plus grand que cire. AO; 
donc la surface convexe de la pyramide est plus 
grande que cire. AOx^SA, et par conséquent plus 
grande que la surface convexe du càne qui avec le 
même sommet S aurait pour base le cercle décrit 
xlu rayon OB. Or, au contraire, la surface convexe 
du cône est plus grande que celle de la pyramide; 
car si on adosse Ijase à base la pyramide à une pyra- 
mide égale, le cône à un cône égal, la surface des 
deux cônes enveloppera de toutes parts la surface des 
deux pyramides; donc la première surface sera plus «tcni. a. 
grande que la seconde *, donc la surface du cône est 
plus grande que celle de la pyramide qui y est com- 
prise. Le contraire était une suite de notre hypothèse ; 
donc cette hypothèse ne'peut avoir lieu : donc la 
circonférence de la base d’un cône multipliée par la 
moitié de son côté ne petrt mesurer la surface d'un 
cône plus grand. 

Je dis a” que le même produit ne peut mesurer 
,1a surface d’un cône plus petit. Car soit BO le rayon 
de la base du côté donné, et Soit, s'il est possible, 
cire. BO X ^ SB la surface du cône dont S est le som- 
• met, et AO, plus petit que OB, le rayon de la base. 

Ayant fait la même construction que ci-dessus^ 
la surface de la pyramide SMNPT sera toujours 
égale au contour MNPT multiplié par ^SA. Or le 
contour MNPT est moindre que cire. BO, SA est 
moindre que SB; donc par cette double raison la 
surface convexe de la pyramide est moindre que cire. 

BO X 7 SB, qui, par hypothèse , est la surface du cône 
dont AO est le rayon de la base; donc la surface de 
la pyramide serait plus petite que celle du cône in- 
scrit. Or, au contraire, elle est plus grande; car en 
adossant base à base la pyramide à une pyramide 
, égale, le cône à un cône égal, la surface des deux 
pyramides enveloppera celle des deux cônes, et par • ' 
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conséquent sera la plus grande. Donc 2 ° il est impos> 
ûble que la circonférence de la base d’un cône donné 
multipliée par la moitié de son côté mesure la surface 
d’un cône plus petit. 

Donc en6n la surface convexe d’un cône ëst égale 
à la circonférence de sa base multipliée par la moitié 
de son côté. 

SchoUe. Soit L le côté d’un cône, R le rayon de 
sa base, la circonférence de cette base sera 'air R, 
et la surface du cône aura pour mesure anRxiL, 

. ou irRL’. 

PROPOSITION VIII. 

THÉOaÈHU. 

r.,j ifii. Im surface convexe du tronc de cône ADEB est 
égale à son côté AD multiplié par la demi-somme 
des circonférences de ses deux bases AB, DE. 

Dans le plan SAB qui passe par l’axe SO , menez 
perpendiculairement à SA la ligne AP', égale à la 
circonférence qui a pour rayon AO; joignez SF, et 
■ “ menez DH parallèle à AP'. 

A cause des triangles semblables SAO , SDC, on 
aura AO : DC : : SA : SD; et à cause des triangles 
semblables S AF, SDH, on aura AP': DH :: SA: SD; 

* II, i. donc AF : DH : : AO : DC , ou : : cire. AO : cire. DC *. 

Mais par construction AP' = cire. AO ; donc DH = 
cire. DC. Cela posé, le triangle SAF, qui a pour 
mesure AF X 7 SA , est égal à la surface du cône 
S.AB qui a pour mesure cire. AO X 7 SA. Par une rai- 
son semblable le triangle SDH est égal à la surface 
du cône SDE. Donc la surface du tronc -ADEB 
est égale à celle du trapèze ADHP'. Celle-ci a pour 

• ;,3. mesure* AD X ; donc la surface du 

tronc de cône ADEB est égale à son côté AD mul- 
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tiplié par la demi-somme des circonférences de ses 
deux bases. 

Corollaire. Par le point I, milieu de AD, menez 
IKL parallèle à AB, et IM parallèle à AF; on dé- 
montrera comme oi-dessus que IM=c</ic. IK. Mais 
le trapèze ADHF = AD x IM = AD x cire. IK. Donc 
on peut dire encore «|ue la surface d’un tronc de 
cône est égale à son coté multiplié par la circonfé- 
rence d’une section faite n égale distance des deux 
bases. 

Scholie. Si une ligne AD, située tout entière 
d’un même côté de la ligne OC et dans le même 
plan, fait une révolution autour d<: OC, la sur- 
face décrite par AD aura pour mesure AD x 

— Y y 1 OU AD X cire, 1 K ; les lignes 

AO, DC, IK, étant des perpendiculaires abaissées 
des extrémités et du milieu de la ligne AD sur 
l’axe OC. 

Car si on prolonge AD et OC jusqu’à leur ren- ~ 
contre mutuelle en S, il est clair que la surface dé- 
crite par AD est celle d’un cône tronqué dont OA 
et DC sont les rayons des bases, le cône entier ayant 
pour sommet le point S. Donc cette surface aura la 
mesure mentionnée. 

Cette mesure aurait toujours lieu, quand même le 
point D tomberait en S, ce qui donnerait un cône 
entier, et aussi quaud la Ligne AD serait parallèle à 
l’axe, ce qui donnerait un cylindre. Dans le premier 
cas DC serait nulle, dans le second DC serait égale à 
AO et à IR. 
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PROPOSITION IX. 

L E M M B. 

«g. »6ï. Soient AB, BC, CD, plusieurs côtés successifs 
(Van polygone régulier, O son centre, et OI le 
rayon du cercle inscrit; si on suppose que la 
portion de polygone ABCD , située tout entière 
d’un même côté du diamètre ¥ G, fasse Une ré- 
volution autour de ce diamètre, la surface dé- 
crite par A BCD dura pour mesure MQ x cire. OI , 
MQ étant la hauteur de cette surface ou la par- 
tie. de l’a.re comprise entre les perpendiculaires 
*AM,DQ. 

Le point I étant milieu de AD, et IK étant une 
perpendiculaire à l’axe abaissée du point I, la sur- 
• 8. face décrite par AB aura pour mesure AB x cire. IK*. ' 
Menez AX parallèle à l’axe, les triangles ABX, OIK, 

’ auront les côtés perpendiculaires chacun à chacun , 
savoir 0l ü AB, IK à AX, et OK à BX; donc ces 
triangles sont .semblables et donnent la proportion 
■ AB:AXouMN;:OI;IK,ou cire. OI : cire. IK; 
donc AB X cire. IK = MN X cire. OI. D’où l’on voit 
que la surface décrite par AB est égale à sa hauteur 
MN multipliée par la circonférence du cercle inscrit. 
De même la surface décrite par BC, =NP Xcw’c. OI, 
a surface décrite par CD, =PQxc/Vc. OI. Donc la 
surface décrite par la portion de polygone ABCD, 
a pour mesure ( MN -f- NP PQ) X ciVc. OI, ou 
MQ X cire. OI; donc elle est égale à sa hauteur multi- 
pliée par la circonférence du cercle inscrit. 

Corollaire. Si le polygone entier est d’un nombre 
de côtés pair, et que l’axe FG passe par deux som- . 
mets opposés F et G , la surface entière décrite par hi 
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révolution du demi-polygone FACG sera égale à son 
axe FG multiplié par la circonférence du cercle inscrit. 
Cet axe FG sera en même temps le diamètre du cercle 
circonscrit. 

PROPOSITION X. ' > • 

T B B O a £ K B. 

La surface de la sphère est égale à son dia~ 
mètre multiplié par la circonférence d’un grand 
cercle. 

Je dis 1 " que le diamètre d’une sphère, multiplié 
par la circonférence de son grand cercle, ne peut 
mesurer la surface d’une sphère plus grande. Car 
soit, s’il est possible, AB x cire. AC la surface de la 
sphère qui a pour rayon CD. 

Au cercle dont le rayon est CA , circonscrivez un 
polygone régulier d’un nombre pair de côtés qui ne 
rencontre pas la circonférence dont CD est le rayon ; 
soient M et S deux sommets opposés de ce polygone. 
et autour du diamètre MS faite^ tourner le demi-po. 
lygone MPS. La siuface décrite par ce polygone aura 
pour mesure MSxctVc. AC* : mais MS est plus grand 
que AB ; donc la surface décrite par le polygone est 
plus grande que AB x cire. AC, et par conséquent 
plus grande que la surface de la sphère dont le rayon 
est Cl). Or, au contraire, la surface île la sphère est 
plus grande que la surface décrite par le polygone, 
puisque la première enveloppe la seconde de toute^ 
parts. Donc i<> le diamètre d’une sphère multiplié pa,. 
la circonférence de son grand cercle ne peut mesurer 
U surlace d’une sphère plus grande. 

Je dis a” que ce même produit ne peut mesurer 
\fi surface d’une sphère plus petite. Car soit, s’il est 

■ - *7 
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poMÎble, DExc<>c. CD la surface de la sphère qui a 
pour rayon GA. On fera la même consttuction que 
dans le premier cas, et la surface du solide engendré 
par le polygone sera toujours égale à MS x cire. AC. 
Mais MS est plus petit que DE, et cire. AC plus petite 
que cire. CD ; dons , par ces deuy raisons , la surface . 
du solide décrit par le polygone serait plus petite que 
DE X cire. CD, et par conséquent plus petite que la 
surface de la sphère dont le rayon est AG. Or, au ' 
contraire, la surface décrite par le polygone est plus 
grande que la siu'face de la sphère dont le rayon est 
AC, puisque la première surface enveloppe la seconde; 
donc a" le diamètre d’une sphère multiplié par la cir- 
conférence de son grand cercle ne petit mesurer la 
surface d’une sphère plus petite. 

Donc la surface de la sphère est égale à son dia- 
mètre multiplié par la circonférence de son grand 
cercle. 

Corollaire. La surface du grand cercle se mesure 
en multipliant sa circonférence par la moitié du rayon 
ou le quart du diamètre ; donc la sitr/ace de la sphère 
est quadruple de celle d'un grand cerclé. 

Schotie. La surface de la sphère étant ainsi mesurée 
et comparée à des surfaces planes, il sera facile d’avoir 
la valeur absolue des fuseaux et triangles sphériques 
dont on a déterminé ci-dessus le rapport avec la siu> 
face entière de la sphère. 

D'a'oord le fuseau dont Tangle est A, est à la surface 
de la sphère comme l'angle A est à quatre angles 
droits*, ou comme l'arc de grand ceiole qui mesure 
l’angle A est à la circonférence de ce même grand 
cercle. Mais la surface de la sphère est ^ale à cette 
circonférence multipliée par le diamètre; donc la 
surface du fuseau est égale à l'arc qui mesure l’angle 
de ce fuseau multiplié par le diamètre. 
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Ên second lieu tout triangle sphérique est équi- 
valent à un fuseau dont l'angle est égal à la moitié de 
l'excès de la soiiinie de ses trois angles sur deux 
angles droits *. Soient donc P , Q , R , les arcs de ‘ 7 

grand cercle qui mesurent les trois angles du trian- 
gle ; soit C la circonférence d’un grand cercle 
et D son diamètre ; le triangle sphérique sera 
équivalent au fuseau dont l’angle a pour mesure 

et par conséquent sa surface sera 

Ainsi, dans le cas du triangle tri-rectongle, cha- 
cun des arcs P, Q, R, est égal à ^C, leur somme 
est-jC, l’excès de cette somme sur -j-C est jC, et la 
moitié de cet excès C ; donc la surface du triangle 
tri-recungle =^Cxü, ce qui est la huitième partie 
de la surface totale de la sphère. 

La mesure des polygones sphériques suit immédia- 
• tement celle des triangles , et d’ailleurs elle est 
entièrement déterminée par la prop. xxiv, liv. vu, 
puisque l’unité de mesure, qui est le triangle tri- 
recungle , vient d’être évaluée en surface plane. 

PROPOSITION XI. . .. ./ 


THBOaÈMB. 


La surfact d'une zone sphérique quelconque 
est égale à la hauteur de cette zone multipliée 
par la circonférence d'un grand cercle. 

Soit EF un arc quelconque plus petit ou plus grand 6g. 369. 
que le quart de circonférence , et soit abaissée FG per- 
pendiculaire sur le rayon ECj je dis que la lont à une 

» 7 - 
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base , décrite par la révolutioti de l^arc EF autour 
de EC, aura pour mesure EG X cire. EC. r? -y 
' Car supposons d’abord que cette zone ait une me- 
sure plus petite, et soit, s’il est possible, cette mesure 
i:=EG X cire. CA. Inscrivez dans l’arc EF une portion 
de polygone régulier EMNOPF dont les côtés n’at- 
teignent pas la circonférence décrite du rayon CA, 
et abaissez CI perpendiculaire sur EM ; la surface 
décrite par le polygone EMF tournant autour de EC, 
aura pour mesure EGxc/Vc. CI*. Cette quantité est 
plus grande que EG x cire. AC , qui, par hypothèse , 
est la mesure de la zone décrite par l’arc EF. Donc la 
surface décrite par le polygone EMNOPF serait plus 
grande que la surface décrite par l’arc circonscrit EF j 
or, au contraire, cette dernière surface est plus grande 
que la première , puisqu’elle l’enveloppe de toutes 
parts; donc i° la mesure de toute zone sphérique 
à une base ne peut être plus petite que la hauteur de 
cette zone multipliée par la circonférence d’un grand 
cercle. 

Je dis en second lieu que la mesure de la même 
- zone ne peut être plus grande que la hauteur de cette 
zone multipliée par la circonférence d’un grand cercle. 
Car supposons qu’il s’agisse de la zone décrite par 
l’arc AB autour de AC , et soit , s’il est possible, zone 
AB> AD X cire. AC. La surface entière de la sphère , 
composée des deux zones AB, BH, a pour mesure 
AH X cire. AC * , ou AD x cire. AC ■+■ DH x cire. AC ; 
si donc on a zone AB > AD x cire. AC , il faudra ^ 
qu’on ait zone BH < DH X cire. AC ; ce qui est 
contraire à la première partie déjà démontrée. Donc- 
a" la mesure d’une zone sphérique à une base ne 
peut être plus grande que la hauteur de cette zone 
multipliée par la circonférence d’un grand cercle. 

Donc enfin toute zone sphérique à une base a pour 
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• mesure la hauteur «le cette zone multipliée par la cir- 
conférence d’un grand cercle. 

'Considérons maintenant une zone quelconque, à 
deux bases, décrite par la révolution de l’arc FH . 
autour du diamètre DE, et soient' abaissées les per- 
pendiculaires FO, HQ sur ce diamètre. La zone dé- 
crite par l’arc FH est la différence «les «leux zones dé. tg. aïo. 
crites par les arcs DH et DF ; celles-ci ont pour • 
mesures DQ xc/rc. CD et DOxciVc. CD; donc la 
zone décrite par FH a pour mesure (DQ — DO)x 
cire. CD ou OQxcirc. CD. -, 

Donc toute zone sphérique à une ou à deux baseg , 

■ a pour mesure la hauteur de cette zone multipliée 
par la circonférence d’un grand cercle. , 

Corollaire. Deux zones prises dans une même 
sphère ou dans des sphères égales, sont entre elles 
comme leurs hauteurs, et une zone quelconque est à 
la surfara de la sphère comme la hauteur de cette . 
zone est au «llamètre. 

^ PROPOSITION XII. 

T R é O a ê M B. 

I 

Si le triangle BAC et le rectangle BCE F de Sg. 

• meme hase et de même hauteur tournent sirnul- ** 
tanément autour de la hase commune BC , le so- 
lide décrit par la révolution du triangle sera le 
tiers du <ylindre décrit par la révolution du 
rectangle. 

Abaissez sur l’axe la perpeiiidicalaire AD; le cône fig. >64, 
décrit par le triangle ADD est le tiers du cylindre dé. « 
crit par le rectangle AFBD*, de même le cône décrit * *•. 


fig.»6S. 


Cf. 166. 


• 11. 
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par le triangle ADC est le tiers du cylindre décrit pat 
le rectangle A DCE ; donc la somme des deux cônes ou 
]e solide décrit par ABC est le tiers de la somme des 
deux cylindres ou du cylindre décrit par le rectangle 
ncEF. ' 

Si la perpendiculaire AD tombe au -dehors du 
triangle , alors le solide décrit par ABC sera la dif- 
férence des cônes décrits par ABD et ACD; mais en 
même temps le cylindre décrit par BCEF sera la 
différence des cylindres décrits par AFBD, AECD.. ' 
Donc le solide décrit par la rérolution du triangle sera 
(oujouts le tiers du cylindre décrit par la rérolution 
du rectangle de même base et de même hauteur. 

Scholie. Le cercle dont AD est le rayon a pour 

surface X AD : donc ic X AD x BC est la mesure du 

— • ’ 

cylindre décrit par BCEF, et ^sex ADxBG est celle 
du solide décrit par le triangle ABC. 

PROPOSITION XllI. 

FBOBuàltB. 

Le triangle CAB étant supposé faire une révo- 
lution autour de la ligne CD , menée comme on 
voudra hors du triangle par son sommet trou- 
ver la mesure du solide ainsi engendré. 

Prolongez le côté AB jusqu’à ce qu’il rencontre 
l’axe CD en D, des points A et B abaissez sur l’axe 
les perpendiculaires AM, BN. 

Le solide tlécrit par le triangle CAD a pour nie- 

sure* -jir X AM X CD le solide décrit par le triangle 
CBD a pour mesure firxBN’xCD; donc la dilTé- 
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r«nce de ces solides ou le solide décrit par ABC aura ' ' / 
pour mesure ÿir. (am 

' On peut donner à cette expression une autre forme. 

Du point I , milieu de AB, menez IK perpendiculaire ■ • 
à CD, et par le point B menez BO parallèle à CD, 
on aura AM 4 -BN = 2lK* et AM — BN=AO; donc \ 7 **; 

(AM + BN)X(AM— BN), ouÂM — BN = aIK.X 
AO*. La mesure du solide dont il s’agit est donc *10.5.'- 
exprimëe aussi par X IKx AO X CD. Mais si on 
abaisse CP perpendiculaire sur AB, les triangles ABO, 

DCP, seront semblables, et donneront la proportion 
'AO : CP :: AB : CD; d’où résulte AOxCD = CPx 
AB ; d’ailleurs CP X AB est le double de l’aire du 
triangle ABC; ainsi on a AO X CD == a ABC ; donc 
le solide décrit par le triangle ABC a aussi pour me- . , ' 

sure jtr X ABC X IK, ou, çe qui est la même chose> 
ABCX|circ. IK ; (car cire, IK = ait. IK. ) Donc le 
solide décrit par la révolution du triangle ABC, a . 
pour mesure Paire de ce triangle multipliée peur les 
deux tiers de la circonférence que décrit le poinr^ 
milieu de sa base. . " ' • 

Corollaire. Si le côté AC = CB, la ligne CI sera Sg.aS;. ' 
perpendiculaire à AB, l’aire ABC sera égale à ABx 
jCI, et la solidité X ABC X IK deriendra x 
AB X IK X CI. Mais les triangles ABO, CIK, son 
semblables et donnent la proportion AB : BO ou 
MN :: CI : IK ; donc AB X IK = MJV X CI ; donc le 
solide décrit par le triangle isoscèle ABC aura pour 

mesure |it X MN X CI. 

Scholie. La solution générale parait supposer que 
la ligne AB prolongée rencontre l’axe ; mais les 
résultats n’en seraient pas moins yrais , quand la 
ligne AB serait parallèle à l’axe. 
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((.'«fit. En effet, le cylindre décrit par AMNB a pour me* 

> «ure ir. AM. MN, le cône décrit par ACM=-j«. AM 

CM, et le cône décrit par BCN = ^ir. AM.CN. Ajou- 
ant les deux premiers solides et retranchant le ' 
troisième , on aura pour le solide décrit par ABC , ^ 

ir.ÂM’.{MN + iCM— iCN) : et puisque CN— CM 
/ _ n:M^ , cette expression se réduit à tr. AM.-|MN, ou 

* —— 'S 

^ |ir . CP. MN , ce qui s’accorde avec les résultats déjà 

trouvés. • ' ' 

PROPOSITION XIV. 

I . ■ T n K O R â M B. ~ 

((.ses. Soient AB, BC, CD, plusieurs côtés successifs 
d'un polygone régulier, O son centre, et OI le 
rayon du cercle inscrit; si on imagine que le sec- 
teur polygonal AOD, situe d'un même côté du 
diainètre FG, fasse une révolution autour de 
ce diamètre, le solide décrit aura pour mesure 
; . ■ étant la portion de V axe termi-' 

née par les perpendiculaires extrêmes AM, DQ. 'T 
En effet, puisque le polygone est régulier, tous 
les triangles AOB, BOC, etc. sont égaux et isoscèles. • ,• . 

^ Or , suivant le corollaire de la proposition précé- - 
dente, le solide produit par le triangle isoscèle AOB 
a pour mesure . Ol.MN, le solide décrit par le 

B • 

triangle BOC a pour mesure |tc.OI.NP, et le solide 
décrit par le triangle COD a pour mesure |7t<01.* 

PQ ; donc la somme de ces solides , on le solide entier - 
décrit par le secteur polygonal AOO, aura pour me- 
sure i TT. OI. (MN -U NP + PQ) ou i tToI . MQ. 
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PROPOSITION XV. 

’ ^ ... 

Tout secteur sphérique a pour mesure la zone ' ■ 

- qui lui sert de base multipliée par le tiers du. . i • 
rayon , et la sphere entière a pour mesure sa ' - 

^ surjace multipliée par le tiers du rayon. ^ - 

Soit ABC le secteur circulaire qui , par sa rëvo- *g- *69. 
lution autour de AG, décrit le secteur sphérique; la . ' 
zone décrite par AB étant ADXci/r. AC ou ait. AC. . 

AD * , je dis que le secteur sphérique aura pour me- * i»- 
sure cette zone multipliée par jAC, ou AC. AD. - 
En eiTet, 1° supposons, s’il est possible, que celte 

" a 

quantité -jir . AC . AD soit la mesure d’un secteur 
sphérique plus grand, par exemple, du secteur sphé- 
rique décrit par le secteur circulaire ECF semblable 
à ACB. ■ ‘ 

' InscriTez dans l’arc EF la portion de poljgone f • 

régulier EMNF dont les côtés ne rencontrent pas 
l’arc AB, imaginez ensuite que le secteur polygonal 
ENFG tourne autour ^de EC en même temps que le - 
secteur circulaire ECF. Soit Cl le rayon du cercle ’ 

inscrit dans le polygone, et soit abaissée FG perpen- 
- diculalre sur EG. Le solide décrit par le secteur 

polygonal aura pour mesure }ir. CI. EG* ; or Cl 

est plus grand que AC par construction, et EG est 

plus grand que AD ; car , joignant AB, EF, lei irian- , " . 

gles.EFG, ABD, qui sont semblables, donnent la ' ■ . 

proportion EG ; AD : : FG : BD CF : CB ; donc EG 

>AÜ. 

Par cette doublé raison CI. EG est plus 
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grand que \ tz . CA. AD : la première expression est 
la mesure du solide décrit par le .secteur polygonal, 
la seconde esc par hypothèse celle du secteur sphé- 
rique décrit par le secteur circulaire ECF ; donc le 
solide décrit par le secteur polygonal serait plus 
grand que le secteur sphérique décrit par le secteur 
circulaire. Or, au contraire, le solide dont il s’agit 
est moindre que le secteur sphérique, puisqu’il y est 
contenu; donc l’hypothèse d’où on est parti ne sau- 
rait subsister; donc i° la zone ou base d’un secteur 
sphérique multipliée par le tiers du rayon ne peut me- 
surer un secteur sphérique plus grand. 

Je dis a" que le même produit ne peut mesurer im 
secteur sphérique plus petit. Car, soit CEF le secteur 
circulaire qui par sa révolution produit le secteur 
.sphérique donné, et supposons, s’il est possible, que 

fir.CE. EG soit la mesure d’un secteur sphérique 
plus petit, par exemple, de celui qui provient du 
secteur circulaire ACB. 

La construction précédente restant la même , le 
solide décrit par le secteur polygonal aura toujours 

pour mesure fit. CI. EG. Mais CI est moindre que 

■ ■! « 

CE; donc le solide est moindre quefir. CE. EG, qui, 
par hypothèse, est la mesure'du secteur sphérique 
décrit p.ir le secteur circulaire ACB. Donc le solide 
décrit par le secteur polygonal serait moindre que le 
secteur sphérique décrit par ACB. Or, au contraire, 
le solide dont il s’agit est plus grand que le secteur 
sphérique, puisque celui-ci est contenu dans l'autre. 
Donc a” il est impossible que la zone d’un secteur 
sphérique multipliée par le tiers du rayon soit la 
mesure d’un secteur sphérique plus petit. 

Donc tout secteur sphérique à pour mesure la zone 
qui lui sert de base multipliée par le tiers du rayon. 
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Un secteur circulaire ACB peut augmenter jus- 
qu’à devenir égal au demi-cercle; alors le secteur 
sphérique décrit par sa révolution est la sphère en- 
tière. Donc la solidité de la sphère est égale a sa sur- 
face multipliée parle tiers de son rayon. 

Corollaire. Les surfaces des sphères étant contme 
les quarrés de leurs rayons , ces surfaces multipliées 
par les rayons sont comme les cubes des rayons. 
Donc tes solidités des deux spheres sont comme les 
■cubes de leurs rayons,' ou comme les cubes de leurs 
diamètres. 

Scholie. Soit R le rayon d'une sphère , sa sur- 
face sera 4 R’, et sa solidité 4 R ’ X| R, ou 7 T RL 
Si on appelle D le diamètre, on aura Rrrz-jD, et 
R’=7D’; donc la solidité s’exprimera aussi par 
7 TC X 7 D’, ou 7 1T D*. ^ i. !. 


PROPOSITION XVI. 


TnEORBME. 




La surface de la sphère est à la surface totale 
du cylindre circonscrit ( en y comprenant ses 
bases) comme a esta 3. Les solidités de ces deux >, ' 
corps sont entre elles dans le même rapport. 

Soit MPNQ le grand cercle de la sphère, ABCD 6g. *7» 
le quarre circonscrit; si on fait tourner à la fois le 
demi-cercle PMQ et le demi-qiiarré PADQ autour 
du diamètre PQ , le demi-cercle décrira la sphère, 
et le demi-quarré décrira le cylindre circonscrit à 
la sphère. 

La hauteur AD de ce cylindre est égale au dia. 
mètre PQ, la hase «lu cylindre est égale au grand 
cercle, puisqu’elle a pour diainètie AB égale à Mi\ ; 
donc la .surface convexe du cylindre* est égale à la 
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circonfërence du grand cercle multipliée par son 
diamètre. Cette mesure est la même que celle de 
la surface de la sphère* : d’où il suit que la sur- 
face de la sphère est égale h la surface convexe 
du cylindre circonscrit. 

Mais la surface de la sphère est égale à quatre grands 
cercles ; donc la surface convexe du cylindre circon- 
scrit est égale aussi à quatre grands cercles : si on y 
joint les deux bases qui valent deux grands cercles» 
la surface totale du cylindre circonscrit sera égale 
à six grands cercles; donc la surface de la sphère 
est à la surface totale du cylindre circonscrit comme 
4 est à 6 , ou comme 2 est à 3. C’est le premier point 
qu’il s’agissait de démontrer. 

En second lieu , puisque la base du cylindre cir- 
conscrit est égale k un grand cercle et sa hauteur au 
diamètre, la solidité du cylindre sera égale au grand 
cercle multiplié par le diamètre *. Mais la solidité de 
la sphère est égale à quatre grands cercles multipliés 
par le tiers du rayon * , ce qui revient à un grand 
cercle multiplié par | du rayon, ou ÿ du diamètre; 
donc la sphère est au cylindre circonscrit comme 
a est à 3, et par conséquent les solidités de ces 
deux corps sont entre elles comme leurs surfaces. 

Schalie. Si on imagine un polyèdre dont toutes les 
faces touchent la sphère, ce polyèdre pourra être 
considéré comme composé de pyramides qui ont 
toutes pour sommet le centre de la sphère , et dont 
les hases sont les différentes faces du polyèdre. Or 
il est clair que toutes ces pyramides auront pour 
hauteur commune le rayon de la sphère, de sorte 
que chaque pyramide sera égale à la face du po- 
lyèdre qui lui sert de base, multipliée par le tiers 
du rayon : donc le polyèdre entier sera égal à sa 
gurface multipliée par le tiers du rayon de la sphère 
inscrite, ». r - '•'•rf-.'- -- 
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Oh voit par là que les solidités des polyèdres cir* ' 
conscrits à la. sphère sont entre elles^ comme les 
surfaces de ces mêmes polyèdres. Ainsi, la pro> 
priété que nous avons démontrée pour le cylindre 
circonscrit est commune à une infinité d’autres 
corps. ' ■ . 

On aurait pu remarquer également que les sur- 
faces des polygones circonscrits au cercle sont entre 
elles comme leurs contours. 

• PROPOSITION XVII. ' . - 

PKOB LBME. 

• V 

a 

Le segment circulaire BMü étant supposé «g. 371. ' 
faire une révolution autour d'un diamètre ex- 
térieur à ce segment y trouver la valeur du solide 
engendré. 

Abaissez sur l'axe les perpendiculaires fi£, DF; 
du centre G menez Cl perpendiculaire sur la corde 
BD, et tirez les rayons CB, CD. 

Le solide décrit par le secteur BCA = j ir . CB. 

AE*; le solide décrit par le secteur DCA =z j * i 5 . 

■ a 

CB. AF; donc la différence de ces deux solides, ou le 

solide décrit par le secteur DCB = .|7r. CB. (AF 

AE ) = 7 IC . CB . EIF . Mais le solide décrit par le trian- 
gle isoscèle DCB a pour mesure 71c. Cl. EF*; donc *'<• 
le solide décrit par le segment BMD ==711. EF, 

( CB — Cl }. Or dans le triangle rectangle CIB, 

onaCB — CI = BI csr^BD; donc le solide décrit 

~ 

par le segment BMD auia pour mesure j ic. EF. -j BD, 

0U7IC . BD. EF. -, 
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Sckolie. Le solide décrit par le segment BMD est à 

■ I 1 

la sphère qui a pour diamètre BD, comme ^-tc. BD. 
EF est à j %. BD , ou ; : EF : BD. 

PROPOSITION XVIII. 

TBÉORBME. 

Tout segment de sphère, compris entre deux 
plans paraUèles , a pour mesure la demi-somme 
de ses bases multipliée par sa hauteur, plus la 
solidité de la sphère dont cette même hauteur 
est le diamètre. 

* 71 . Soient BE, DF, les rayons des bases du segment, 
. EF sa hauteur, de sorte que le segment soit produit 
par la révolution de l’espace circulaire BMDFE 
autour de l’axe F£. Le solide décrit par le seg- 

ment BMD * = j it . BD. EF, le tronc de cône décrit 

.9 parletrapèzeBDFE*=ÿir.EF.(BE-HDF+ BE. DF ); 
donc le segment de sphère qui est la somme de ces 

deuxsolides= jir.EF.(aBE-H aDF-|-a BE.BFh-BD). 
Mais, en menant BO parallèle à EF, on aura DO = 

^ DF — BE, DO=DI^ — aDF. BE-f-BE*, et par consé- 
quent BD =BO -4- DO = EF -I-DF — a DFxBE-l-BE. 

^ S 

Mettant cette valeur à la place de BD dans l’expres- 
sion du segment , et eBaçant ce qui se détruit , on 
aura pour la solidité du segment, 

i ir . EF . ( 3 BË + 3 DF V Ëf’ ) , 
expression qui se décompose en deux parties ; l’une 

^it.EF.(3BËV3DF), ou EF . ^ ».beh-,.pf ^ 

est la demi-somme des bases multipliée parla hauteur; 
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l’autre EF représente la sphère dont EF est le 
diamètre * : donc tout segment de sphère, etc. *iS.tck. 

Corollaire. Si l’une des bases est nulle, le segment 
dont il s’agit devient un segment sphérique a une 
seule base ; donc tout segment sphérique à une base ' ~ 
équivaut à la moitié du cylindre de même base et de • 
même hauteur, plus la sphère dont cette hauteur est 
le diamètre, 

.Scholie général. 

f . » 

Soit R le rayon de la base d’un cylindre, H sa 
' hauteur ; la solidité du cylindre sera R‘ X H , ou 
wR’ H. 

Soit R le rayon de la base d’un cône , H sa hauteur; , 
la solidité du cône sera icR‘. jH, ou-jirR'H. 

Soient A et B les rayons des bases d’un cône tron- 
qué , H sa hauteur ; la solidité du tronc de cône sera 
ixH (A'-t-B' + AB). 

Soit R le rayon d’une sphère ; sa solidité sera ^ 
ii:R*. 

Soit R le rayou d’un secteur sphérique, H la 
n hauteur de la zone qui lui sert de base ; la solidité du 
secteur sera R’ H. 

Soient P et Q les deux bases d’un segment sphé- 
rique, H sa hauteur, la solidité de ce segment sera ' 



Si le segment sphérique n’a qu’une base P, l’autre 
étant nulle, sa solidité sera 

FIN DES ÉLÉMENTS DE CÉOMÉTHIE. 
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'SUR LES ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE. 


NOTE I. 

' ‘ Sur quelques noms et définitions. 

Oh a Introduit dans cet ourrage quelques expressions et 
définitions nouvelles qui tendent à donner au langage géo* 
métrique plus d'exactitude et de précision. Nous allons 
rendre compte de ces changements , et en proposer quel- 
ques autres qui pourraient remplir plus complètement les 
mêmes vues. 

Dans la définition ordinaire du parallélogramme rec- 
tangle et du quarré, on dit que les angles de ces figures sont 
droits ; il serait plus exact de dire que leurs angles sont 
égaux. Car, supposer que les quatre angles d’un quadrila- 
tère peuvent être droits , et même ^pie les angles droitt 
sont égaux entre eux , c’est supjwser des propositions qui 
ont besoin d’être démontrées. On éviterait cet inconvé- 
nient et plusieurs antres du même genre, si, au lieu de 
placer les définitions , suivant l’usage , à la tête d’un livre, 
on les distribuait dans le courant du livre , chacune à la 
place où ce qu’elle suppose est déjà démontré. 

Le mot inclinaison doit être entendu dans le même sens 
que celui d’angle ; l’un et l’autre indiquent la manière 
d’être de deux lignes ou de deux plans qui se rencontrent, 
ou qui , prolongés , se rencontreraient. L’inclinaison de 
deux lignes est nulle lorsque l’angle est nul , c’est-à-dire 
lorsque les lignes sont parallèles on coïncidentes. L'incli- 
naison est la plus grande lorsque l’angle e$t le plus grand , 
ou lorsque les deux lignes font entre elles un angle très- 
obtus. I.a qualité de pencher est prise dans un sens diffé- 
rent ; une ligne penche d’autant plus sur une autre qu’elle 
s’écarte plus de la perpendiculaire à celle-ci. 


I» 


^ NOT£ i« 

EncUde el d’antres auteurs appellent assez souvent triah- 
glet égaux des triangles fjni ne sont égaux qu’en surface, 
et solides égaux des solides qui ne sont égaux qu'en solidité. 
Il nous a paru plus convenable d’apjieler cés triangles oti 
ces solides triangles ou solides équivalents , et de réserver la 
dénomination de triangles égaux, solides égaux ,.k ceüx qui 
peuvent coïncider par la superposition. 

11 est de plus nécessaire de distinguer dans les solides et 
les surfaces courbes deux sortes d'égalité qui sont diffé- 
rentes. Kn effet, deux solides, deux fiiigle^ solides, deux 
triangles ou polygones sphériques , peuvent être égaux 
dans toutes leurs parties- constituantes , sans néanmoins 
coïncider par la superjrosition. Il ne parait pas que cette 
observation ait été faite dans les livres d'éléments; et ce- 
pendant, faute d'y avoir égard, certaines démonstrations, 
fondées sur la coïncidence des bgures ne sont ]>as exactes. 
Telles sont les démonstrations par lesquelles plusieurs au- 
teurs prétendent prouver l’égalité des triangles sphéri- 
ques dans les mêmes cas et de la même manière que celle 
des triangles rectilignes : on en voit surtout un exemple 
frappant, lorsque Robert Simsun (i) , attaquant la démons- 
tration de la prop. xxviu, liv. xi, d’Euclide, tombe lui- 
même dans l'inconvénient de fonder sa démonstration sur 
une coïncidence qui n’cxisle pas. Nous avons donc cru de- 
voir donner un nom particulier à cette égalité qui n’en- 
traine pas la coïncidence; -“nous l’avons appelée égalité par 
syrnmélrie ; et les figures qui sont dans ce cas, nous les ap- 
pelons figure» sjrmntétrtques. ' . v 

Ainsi les dénominations de figures égales , figures symmé~ 
triques, figures équivalentes , se rapportent à des choses 
différentes, et ne doivent pas être confondues en nne seule 
dénomination. ' - - < . 

Dans les propositions qui concernent les polygones , les 
angles solides et les polyèdres, nous avons exclus formel- 
lement ceux qui auraient des angles rentrants. Car, outre 
qu’il convient de se borner dans les éléments aux figures les 


(i) Yoyei l'oavrtgedc cet nnteur, intitulé : EucUdit lOementorum 
litri lex, el€. Glatgua, ij5i. 
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phu simplet , ti cette exclusion n’avait pas lieu , certaines 
propositions ou ne seraient pas vraies, ou auraient besoin 
de modification. Nous nous sommes donc réduits à la con- 
sidération des lignes et des surfaces que nous apjtelons con- 
vexes, et qui sont telles qu’une ligne droite ne peut les 
couper en plus de deux points. 

Nous' avons employé assez fréquemment l’expression 
produit de deux ou d'un plus grand nombre de lignes; par 
où nous entendons le produit des nombres qui repré- 
sentent ces lignes , en les évaluant d’après une unité linéaire 
prise à volonté. Le sens de ce mot étant ainsi fixé, il n’y a 
aucune difficulté à en faire usage. On entendrait de même 
ce que signifie le produit d’une surface par une ligne , d’une 
surface par un solide , etc. : il suffit d’avoir établi une fois 
pour toutes que ces produits sont on doivent être consi- 
dérés comme des produits de nombres , chacun de l’espèce 
qui lui convient. Ainsi le produit d’une surface par un solide 
n’est autre chose que le produit d'un nombre d’unités su- 
perficielles par un nombre d’unités solides. 

Souvent, dans le discours, on se sert du mot angle pour 
désigner le iioint situé à son sommet : celte expression est 
vicieuse. 11 serait plus clair et plus exact de désigner par un 
nom particulier, tel que celui de sommets, les points situés 
aux sommets des angles d’un polygone et d’un polyèdre. 
C’est ainsi qu'on doit entendre la dénomination de sommets 
tfun pol/gone et d'un polyèdre dont nous avons fait usage. 

Nous avons suivi la définition ordinaire àe% figures recti- 
lignes semblables ; mais nous observerons qu’elle contient 
trois conditions superflues. Car, pour construire un poly- 
gone dont le nombre des côtés est n, il faut d’abord con- 
naître un côté, et ensuite avoir la position des sommets des 
angles situés. hors de ce côté. Or , le nombre de ces angles 
est n a , et la position de chaque sommet exige deux don- 

nées ; d’où il suit que le nombre total des données néces- 
saires pour construire un polygone de /i côtés est i -pa/i— 4, 

• ou a« 3. Mais dans le polygone semblable il y a un côté 

k volonté ; ainsi le nombre de conditions pour qu’un poly- 
gone soit semblable à un polygone donné , est au — 4 . Or la' 
définition ordinaire exige, i® que les angles soient égaux 

* ; . . ^ .18. - - 
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chacun à chacun , ce qui fait n conditions j 3° que les c&tés 
lioinologucs soient proportionnels , ce qui fait n — i condi- 
tions. II y a doue en tout 3/> — i conditions , ce qui fait trois 
de trop. Pour obvier à cet inconvénient, on pourrait dé- 
composer la définition en deux autres, de cette manière': 

1 ® Deu.r triangles sont semblables , lorsqu' ds ont -deux 
angles égaux chacun à chacun. 

a® Deux polygones sont semblables lorsqu'on peut former 
dans l'un et dans l'autre un même nombre de triangles sem- 
blables chacun h chacun et semblablement disposés. 

Mais, pour que cette dernière définition ne contienne' - 
pas ellc-mèine de conditions superflues , il faut que le 
nombre des triangles soit égal au nombre des côtés du po- 
lygone moinsdeux ; ce qui peut, avoir lieu île deux manières.' 

On peut mener de deux angles homologues des diagonales 
aux angles opposés , alors tous les triangles formés dans 
chaque polygone auront un sommet commun, et leur somme 
sera égale au polygone ; ou bien , on peut supposer que tout 
les triangles formés dans un polygone ont pour base com- 
mune un rôté du polygone, et pour sommets ceux des dif- 
férents angles opposés à celte base. Dans l’un ou l’autre cas 
le nombre des triangles formés de part et d’autre étant 
« — a, les conditions de leur similitude seront au nombre 
de a« — /| ; cl la définition ne contiendra rien de superflu. 
Cette nouvelle définition étant posée, l'ancienne deviendra 
un théorème qu'on pourra démontrer immédiatement. 

Si la définition des figures rectilignes semblables est im- ’ 
parfaite dans les livres d'éléments , celle des solides polyè- 
dres semblables l'est eneore bien davantage. Dans Euclide, 
cette définition dépend d'un théorème non démontré; dans 
d'autres auteurs elle a l'inconvénient d’élre fort redon- 
dante. Nous avons donc rejeté ces définitions des solides 
semblables, et nous leur en avons substitué une fondée sur 
les principes que nous venons d'exposer. Mais , comme il y 
a beaucoup d'autres observations à faire à ce sujet, nousy 
reviendrons dans une note particulière. 

La définition de la perpendiculaire à un plan peut être 
regardéecomme un théorème; celle de \' inclinaison de deux 
plans a besoin aussi d'étre jusiifu'e par un raisonnement; . 


Digitized by Google 


If-OTH I. 277 

pliisieuri autres sont dans le mime cas. C'est pourquoi, en 
conservant ces définitions suivant l'ancien usage , nous 
avons eu soin de renvoyer aux propositions où elles sont 
démontrées; quelquefois nous nous sommes contentés d'y 
ajouter un éclaircissement succinct. 

U angle formé par la rencontre de deux plans, et l'angle 
solide formé par la rencontre de plusieurs plans en un même 
point, sont des grandeurs, chacune de son espèce, aux- 
quelles il serait peut-être bon de donner des noms particu- 
liers. Sans cela il est difficile d'éviter l’obscurité et les cir- 
conlocutions lorsqu'on parle de l'arrangement des plans qui 
composent la surface d'un polyèdre. Et comme la théorie 
de ces solides a été peu cultivée jusqu’à présent, il y a moins 
d'inconvénient à y introduire des expressions nouvelles , 
si elles sont réclamées par la nature des choses. 

Je proposerais d’appeler coin l’angle formé par deux 
plans; V arête ou faite du coin serait l’intersection commune 
des deux plans. Le coin se désignerait par quatre lettres 
dont les deux moyennes répondraient à l'arête. Alors un coin 
droit serait l’angle formé par deux plans perpendiculaires 
entre eux. Quatre coins droits rempliraient tout l’espace 
angulaire solide autour d’une ligne donnée. Cette nouvelle 
dénomination n’empêcherait pas que le coin n’eût toujours 
]>our mesure l’angle formé par les deux perpendiculaires 
menées dans chacun des plans à un même point de l’arête 
ou intersection commune. 

NOTE II. . ^ ' ' 

Sur la démonstration de la proposition XIX, 
liv. I, et de quelques autres propositions 
fondamentales de la géométrie. 

La démonstration que nous donnons dans le texte de la 
proposition XIX , est peut-être la plus simple et la plus 
directe qu'on puisse trouver dans le genre purement élé- 
mentaire; nous espérons qu'elle sera accueillie par les ama- 
teurs de l’exactitude géométrique et qn’elle fera enfin dis- 
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paraître des élémens l'imperfection à laquelle la théorie n' ' 
des parallèles a été sujette jusqu'à présent 

Itious saisirons cette occasion de faire quelques nouvelles' 
remarques sur la démonstration que nous avions donnée de 
la même proposition , dans la édition de cet ouvrage, pu- - 

bliéeen i8oo, et dans les éditions suivantes jusqu’à la in- 

clusivement -, il est nécessaire pour cela de rappeler en peu de 
mou le priuci|>e sur lequel cette démonstration était fondée. 

Mous avons prouvé d’abord d'une manière rigoureuse . 
que la somme des angles d’un triangle ne peut être plus 
grande <|iie deux angles droiU , proposition qni sé|>arc tout 
d'un coup par une différence essentielle, les triangles rec- 
tilignes des triangles sphériques. Cette première partie étant 
établie, il restait à ]>rouver que la somme des angles ne 
peut être plus petite que deux angles droits; or, comme 
l’excès des I rois angles sur deux angles droits , qui a lieu dans 
les triangles sphériques, est proportionnel à l’aire du tri- 
angle; deroeme ]e dtificif, s’il yen avait un dans les triangles 
rectilignes , serait proportionnel à l'aire du triangle. Dès- 
lors il est aisé de voir que si on réussit à construire, d’après 
un triangle donné, un autre triangle dans lequel le trian- 
gle donné soit contenu au moins m fois , le dèficil de ce nou- 
veau triangle égalera au moins m fois le drficit du trian- 
gle donné, de sorte que la somme des angles du grand 
triangle diminuera progressivement à mesure que m aug- 
mente, jusqu’à devenir nulle ou négative. Késiiltat absurde 
et qui prouve que la somme des angles d’un triangle ne 
peut-être moindre que deux angles droits. 

Prenant pour guide ce principe de démonstration qui est 
infaillible, nous avons fait voir que tonte la difficulté se 
réduisait à construire un triangle qui contint au moins deux 
fois le triangle donné; mais la solution que nous avons don- 
née de ce problème, eu apparence très simple, suppose que 
]>ar lin point donné dans im angle moindre que deux tiers < 
d’angle droit, on peut toujours faire passer une jigne droite 
qui rencontre à-la-fois les deux côtés de l’angle. 

Nous avions ainsi beaucoup approché de potre but, mais 
nous ne l’avions pas atteint entièrement , puisque notre dé- 
monstraliou .dépendait tl’un />ortu/ntu//i qui 4 toute force 
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pouvait être nié. (i) C’eai celle coniidéraiion qui noua a 
fait revenir, dans la 9*"" édition, à la simple marche d’Euclide, 
en renvoyant aux notes pour la démonstration rigoureuse. 

En examinant les choses avec plus d'attentiou nous som- 
mes resté convaincu que pour démontrer complètement 
notre poslulaium U fallait déduire de la définition de la 
ligne droite une propriété caractéristique de cette ligne qui 
exclfit toute ressemblance avec la forme d'une hyperbole 
comprise entre ses deux asymptotes. Voici quel est à cet 
égard le résultat de nos recherches. 

$oit BA.C un angU donné, et M un point donné au dedans ùg. 

■de cet angle; divisez f angle BAC en Jeux également par la 
droite AD, et du point M menez MP perjsendiculaire sur AD: 
je dit que la droite MP prolongée dans un sens et ilans l’autre, 
rencontrera nécessairement les deux côtés de l’angle BAC. 

Car si elle rencontre un des c6tés de cet angle , elle ren- 
contrera l’autre, tout étant égal des deux cétés à partir du 
point P; si elle ne rencontrait pas un cAlé, elle ne rencon. 
trerait pas l’autre par la même raison ; ainsi, dans ce dernier 
cas elle devrait être renfermée tout entière dan» 1 espace'- 
compris entre les côtés de l’angle BAC ; or, il répugne à la 
nature de la ligne droite qu'une telle ligne, indéfiniment 
prolongée , puisse être renfermée dans un angle. 

En effet , toute ligne droite AB tracée sur un plan , et in- gg. ,75. 
définiment prolongée dans les deux sens , divise ce plan en 
deux parties qui étant superposées coïncident dans toute , . 

leur étendue et sont parfaitement égales. La partie AMB du 
plan total, située d’un côté de AB, est égale en tout à la 
partie AM'B située de l’autre côté; car si l’on prend un point 

(i)On voitdans unarticledu P*«*Mo/j*iooyiiwisr<Ki'iedemars i8ïs, 

qu’un savant géomètre a essayé de perfectionner cette démonstra- 
tion et de la rendre indépendante de tout postulatum ; ma U la con- 
•truction employée pour démontrer la seconde partie consiste à 
mener d’un point donné différentes droites é tous les sommets 
d’une ligne qu’on doit considérer comme polygonale , pour raison, 
né dans l’hypothèse de celui qui nie la proposition : or U convexité 
de cette ligne , si elle avait lieu , ne permettrait pas de continuer 
indéfiniment 1a construction de l’aulenr, comme il le faudrait pour 
■ • l’exactitude de sa démonstration, ^ 
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fixe C sur la droite AB , tout autre point M de la piiriie 
AMD sera déterminé par la distance CM et ran{>le ACM; 
prenant donc de l'autre côté un angle ACM' =ACM , et une 
distance CM'=CM , il est évident que les points M et M' ' 
auront la même situation dans les deux parties du plan , et 
que ces deux parties étant superposées, les points M et M' 
se confondront en un seul. 

Supposons maintenant , s'il est )>ossible , qu'une ligne 
droite indéfinie XY soit renfermée tout entière dans un 
espace angulaire quelconque , par exemple, dans l’angle 
BCM, elle ne pourra que diviser en deux parties égales ou 
inégales la partie dn plan comprise dans l’angle BCM; cette 
partie a sa correspondante BCM' située de l’antre côté de BC; ’ 

mais comme outre ces deux parties égales du plan, il y en a 
- deux autres renfermées dans les angles égaux ACM, ACM’, 

on voit que J’espace angulaire BCM n’est pas la moitié de , 
fout le plan ; donc la ligne droite XY qu’on suppose parta- 
ger en deux portions l’espace BCM, ne pourra partager qu’en 
deux parties inégales la totalité du plan, ce qui est con- 
traire à la nature de la ligne droite. 

Par ce principe très simple , non seulement le pottulatum 
qui empêchait notre démonstration d’étre rigoureuse, se 
trouve démontré, mais on peut aussi démontrer immédiate- 
ment postulatum d'Euclide. Ccpotlulatum se réduit aisé- 
ment, comme on sait, au cas où l’une des droites AC étant 

perpendiculaireà AB, l’autre droite BD fait avec AB un angle > 

ABD moindre qu’un droit. Il s’agit donc de prouver que 
dans ce cas BD prolongée doit rencontrer AC. 

En effet , cela n’élait pas , en prolongeant AC vers C'; et 

faisant l’angle ABD’=ABD, la droite ce serait comprise 

tout entière dans 1 angle DBD' moindre que deux droits* 

ce qui est irajiossible. ^ 

Nous laissons aux géomètres à décider si cette démons- 
tration ne mériterait pas d’étre admise dans les élémens, de 

préférence à toute autre, pour rétablir la marche d’Euclide 
devenue entièrement rigoureuse par la suppression de son 
!>oslulatum. 

Nous nous proposons maintenant de faire voir qu’on 
peut employer l’analyse avec beaucoup d’avantage, pour 
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diimontrer rigoureHsement la propoiition XIX et les autres 
propositions fondamentales de la géométrie. C’est ce que 
nous allons développer 'avec tout le détail nécessaire, en 
commençant par le théorème sur la somme des trois angles 
dn triangle. 

On démontre immédiatement par la superposition, et 
sans aucune proposition préliminaire que deux triangles 
sont égaux , lorsqu'ils ont un côté égal adjacent h deux 
angles égaux chacun à chacun. Appelons p le c6lé dont il 
s'agit , A et B les deux angles adjacents , C le troisième 
angle. Il faut donc que l'angle C soit entièrement déter- 
miné , lorsqu’on connaît les angles A et B, avec le côté p ; 
car, si plusieurs angles C pouvaient correspondre aux trois 
données A, B,/>, il y aurait autant de triangles différents 
qui auraient un côté égal adjacent à deux angles égaux , ce 
qui est impossible: donc l’angle C doit être une fonction 
déterminée des trois quantités A, B,/>; ce que j’exprime 
ainsi, €=9; ( A, B,/> ). 

Soit l’angle droit égal à l’nnité, alors les angles A, B, C, 
seront des nombres compris entre o et a ; et puisque C~ 
Ç:(A,'B,/?),je dis que la ligne p ne doit point entrer dans 
la fonction f. En effet, on a vu que C doit être entièrement 
déterminé par les seules données A , B ,/>, sans autre angle 
ni ligne quelconque , mais la ligne p est hétérogène avec les 
nombres A , B , C ; et si on avait une équation quelconque 
entre A, B, C,/>, ou en pourrait tirer la valeur dey» en 
A , B , C ; d’où il résulterait que p est égal à un nombre , ce 
qui est absurde : donc p ne peut entrer dans la fonction 
et on a simplement C — <f ; ( A , B)....(i) 

(i) On a objecté contre celte démonstration que, si elle était 
appliquée , mot pour mot, aux tiianglcs sphériques, il en résullv- 
rait que deux angles connus suCGscnt pour déterminer le Uui- 
siéme, ce qui n’a pas lieu dans ces sortes de triangles. I.a réponse 
est que, dans les triangles sphériques, il y a un élément de plus que 
dans les triangles plans , et cet élément est le rayon de la sphère 
dont on ne doit pas faire ahstraetion. Soit donc rie rayoïr , alor 
an lieu d’avoir C=f(A,B,o),on aura C = f(A,B,y>,r),ou 

seulementC=f ^A, B,^^ , en vertu de la loi des homogènes. 
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Cette formule prouve déjà que , ti deux angles d'ua 
triangle sont égaux à deux angles d'un autre triangle, le 
troisième doit être égal au troisième ; et , cela posé , il est 
facile de parvenir au théorème que nous avons en vue. 

Soit d'abord ABC un triangle rectangle en A; du point 
A abaissez AD perpendiculaire sur l'hypoténuse. Les angles 
B et Ü du triangle ABD sont égaux aux angles B et A du 
triangle BAC; donc, suivant ce qu’on vient de démontrer, 
le troisième BAI) est égal au troisième C. Par la même 
raison l'angle DAC^B, donc B AD -4- D AC, ou BAC 
= B -f-C : or l’angle BAC est droit ; donc Us deux, angles 
aigus d’un triangle rectangU , pris ensembU , valent un 
angle droit. 

Soit ensuite BAC un triangle quelconque et BC un câté 
qui ne soit pas moindre que chacun des deux autres : si 
de l’angle opposé A on abaisse la perpendiculaire AD sur 
B C, cette perpendiculaire tombera au-dedans du triangle 
ABC, et le partagera en deux triangles rectangles B AD, 

D AC : or , dans le triangle rectangle B AD , les deux angles ' 
B AD, ABD, valent ensemble un angle droit; dans le trian* 
gle rectangle DAC, les deux angles DAC, ACD, valent 
aussi un angle droit. Donc les qnalre réunis, ou seulement 
les trois BAC, ABC , AC B, valent ensemble deux angles 
droits ; donc dans tout trisutgle la somme des trois angles 
est égale à deux angles droits. 

On voit par-là que ce théorème , considéré a priori , ne 
dépend point d’un enchaînement de propositions , et qu’il 
se déduit immédiatement du principe de l’homogénéité; 
principe qui doit avoir lieu dans toute relation entre des 
quantités quelconques. Mais poursuivons , et faisons voir 
qu’on peut tirer de la même source les autres théorèmes 
fondamentaux de la géométrie. 

Conservons les mêmes dénominations que ci-dessns , et 
appelons de plus m le côté opposé à l’angle A , et /i le côté 

Or, puisque le rapport ^ est un nombre , ainsi que A , B , C , rien 
n’empêche que^ ne se trouve dans la fonction f , et alors on 
n’en peut plus conclure C=^ ( A , B }■ 
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opposë il Tangle B. La quantité m doit être entièrement 
déterminée par les seules quantités A , B , /> ; donc m est 

une fonction de A, et^en est une aussi, de sorte 

qu’on peut fairey =iji ; ( A , B , /? ). Mais ^ est un nom- 
bre, ainsi que A et B; donc la fonction iji ne doit point 
contenir la ligne/», et on a simplement ~ : (A, B), 

ou m —p i}i ; ( A, B). On a donc semblablement n—p iji : 
(B, A). 

Soit maintenant un autre triangle formé avec les mêmes 
angles A, B, C, auxquels soient opposés les cêtésOT', /»',/»', 
respectivement. Puisque A et B ne changent pas, on aura 
dans ce nouveau triangle m'=/»’iji (A, B), et /i'=z/»' 4 i : 
( B , A 5. Donc »/! : »/i' : : U : u' ; : /» : p/ . Donc , clam les trian- 
gles <‘quiangles , les côtes opposés auj- angles égaux sont 
proportionnels. 

De cette proposition générale on déduit comme cas 
particulier celle que nous avons supposée dans le texte , 
pour la démonstration de la proposition XX. En effet, 
les triangles AFG, AML ont deux angles égaux , chacun i 
chacun , savoir , l’angle A commun , et un angle droit. Donc 
CCS triangles sont éqniangles ; donc on a la proportion 
AF : AL : : AG : AM , au moyen de laquelle la prop. XX est 
pleinement démontrée. 

La proposition du quarré de l’hypoténuse est , comme 
on sait , une suite de celle des triangles équiangles. Voilà 
donc trois propositions fondamentales de la géométrie, celle 
des trois angles d’un triangle, celle des triangles éqniangles, 
et celle du quarré l’hypoténuse, qui se déduisent très- 
simplement et très-immédiatement de la considération des 
fonctions. On peut par la même voie démontrer très-snc- 
cinctement les propositions concernant les figures sem- 
blables et les solides semblables. . - . 

Soit ABCD un polygone quelconque; ayant choisi un 
côté AB, comme base, formez autant de triangles A B C , 
ABD, etc. sur cette base, qu’il y a d’angles C, D, E, etc. 
au-dehors. Soit la base AB=/>; soient A et B les deux 
angles du triangle ABC adjacents au côté AB; soient h! et 
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B' les deux angles du triangle ABD adjacents au même 
eàté AB, et ainsi de suite. La figure ABCDE sera entière- 
inent déterminée, si on connaît le côté p avec les angles 
A, B, A', B', A*, B', etc., et le nombre des données sera 
en tout an — 3, n étant le nombre des côtés du polygone. 
Cela posé , un côté ou une ligne quelconque x , menée 
comme on voudra dans le polygone, avec les seules don- 
nées qui constituent ce polygone, sera une fonction de 

ces données ; et comme ^ doit être un nombre, on pourra 

supposer ^ =i}i : ( A ,B, A', B', etc.), ou ^ : (A, B, 

A', B', etc. ), et la fonction ^ ne contiendra point p. Si , 
avec les mômes angles A, B, A' B', etc. et un autre côté 
p\ on forme un second polygone , on aura pour la ligne x', 
correspondante ou homologue à x, la valeur 
(a, b , A', B', etc. ) ; donc x \ x’ \\ p \ p' . On peut définir 
les figures ainsi construites , figures semblables ; donc dans 
les figures semblables les lignes homologues sont proportion- 
nelles. Ainsi, non-seulement les côtés homologues, les dia- 
gonales homologues , mais les lignes terminées de la môme 
manière dans les deux figures , sont entre elles comme deux 
autres lignes homologues quelconques. 

Appelons S la surface du premier polygone, cette surface 


est homogène au qiiarré p’\ il faut donc que— soit un 


nombre qui ne contienne que les angles A , B , A', B', etc. , 
de sorte qu’on aura S=/»’ç : (A, B, A', B', etc.). Par la 
môme raison, si S' est la surface du second polygone, on 
aura S'=ry>'’ç; (A, B, A', B', etc.). Donc S : S' :: p^’.fi'\ 
donc les surfaces des figures semblables sont entre elles 
comme les qitarrrs des eStrs homologues. 

Venons maintenant aux polyèdres. On peut supposer 
qu’une face est déterminée au moyen d’un côté connu p et 
de plusieurs angles A, B, C, etc. Ensuite les sommets des 
angles solides, hors de cette base, seront déterminés chacun 
par le moyen de trois données, qu’on peut regarder comme 
autant d’angles; de sorte que la détermination entière du 
polyèdre dépend d’un côté p, et de plusieurs angles A , B , 
C, etc. dont le nombre varie suivant la nature du polyè* 
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dre. CeU posé , une ligne qui joint deux sommets , ou , plus 
généralement , toute ligne x menée d’une manière déter- 
minée dans le polyèdre, avec les seules données quj 
constituent ce solide , sera une fonction des données 

'K, B , C , etc. ; et comme ^ doit être un nombre , la fonc- 
tion égale « ^ ne contiendra que les angles A , B , C , etc.', 

'et on pourra supposer j?=/> ç : (A, B, C, etc.). La surface 
du solide est homogène à p‘ ; ainsi , cette surface peut se 
représenter pary>* : (A, B, C, etc.); sa solidité est homo- 
gène à/»’, et peut se représenter par/»* n ' (A, B, C, etc.), 
les fonctions désignées par i)' et n étant indépendantes 
de p. 

Supposons qu'on construise un second solide avec le* 
mêmes angles A, B, C , etc. , et un c6té p' différent de p ; 
nous appellerons les solides ainsi construits solides sem- 
blables ; et, cela posé, la ligne qui était y? f : (A, B, C, etc.), 
pu simplement/» f dans un solide sera /»'(p dans un autre 
la surface qui était p' i|i dans l’un sera /»'* i|i dans l’autrej 
et enfin là solidité qui était p' n dans l’un sera /»” n 
dans l’autre. Donc, i° dans les solides semblables les c6ta$ 
ou lignes homologues sont proportionnels} a® leurs sutfaces 
sont comme les quarrés des càtds homologues ; 3® leurs 
solidités sont comme les cubes de ces mêmes côtés. 

Les mêmes principes s’appliquent aisément au cercle. 
Soit c la circonférence et x la surface du cercle dont le 
rayon est r; puisqu’il ne peut y avoir deux cercles inégaux 

décrits du même rayon , les quantités - et doivent être 

des fonctions déterminées de r: mais , comme ces quantités 
sont des nombres , elles ne doivent point contenir dans leur 

expression la ligne r; ainsi on aura p = a, et ^ 

e( et g étant des nombres constants. Soit d la circonférence 
et x' la surface d’un autre cercle dont le rayon est r; on 

aura donc aussi ^ = a, et ^ =6. Donc c:d :: r'.r'. et 

TF > 

s\d ::r’ id' \Aonc les circonférences des cercles sont commt 
les rayons, et leurs surfaces comme les quarrés des rayons. 
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ConsidéroWi un secteur dont r soit le rayon et ATaiigle 
au centre; soit j:l’arc qui termine le secteur, et/Ia surface 
de ce même secteur. Puisque le secteur est entièrement 
déterminé lorsqu'on connaît r et A , il faut que .v et y 

soient des fonctions déterminées de r et de A , donc * et ^ 
sont aussi de pareilles fonctions. Mais - est un nombre, 

ainsi que donc ces quantités ne doivent point contenir 
r, et elles sont simplement fonctions de A , de sotte qu’on 
aura - = 9 : Â, et : A. Soient r' et y l’arc et la 

surface d’un autre secteur dont l’angle est A et le rayon / ; 
nous appellerons ces deux secteurs secteurs semblables; et 

puisque l’angle A est égal de part et d’antre , on anra *' 

=9 : A,et-^.=^ : A. Donc a- : y;: r-y,ety.y‘.: 

donc les arcs semblables ou les arcs des secteurs semblables 
sont proportionnels aux rayons , et les secteurs eux-métnes 
" sont proportionnels aux quarrrs des rayons. 

Il est clair qu’on prouverait, de la même manière, que 
les sphères sont comme les cubes de leurs rayons. 

On suppose , dans tout ce qui précède, que les surfaces se 
mesurent par le produit de deux lignes , et les solidités par 
le produit de trois ; c’est ce qu’il est facile de démontrer 
aussi par voie d’analyse. Considérons un rectangle dont les 
dimensions sont et g, et sa surface qui est une fonction» 
de/7 et <7 , représentons-la par 9 : (/» , î )• Si on considère 
un autre rectangle dont les dimensions sont p-\-p' et q, U 
est clair que ce rectangle est composé de deux autres, l’uu 
qui a pour dimensions pctq, l’autre qui a pour dimensions 
■ÿ et q ; de sorte qu’on anra ' ' ' 

Soit /?'=/>, ou aura 9 ( a /7 , 9 ) = a 9 (/> , q). Soit p' = 
a /7,on aura9(3/7, q)=.(^(js, q)-\-(^{ip, q) = i<f 
{p, q). Soit/7' = 3 /7, on aura 9(4/7,g)=9(/7,?)-+- 
ç (3/7, î)~ 4 9 (/7, ^ ).' Donc en général , i / est un nombre 
entier quelconque, on aura 9 (*^, 7 )=* f {P> î)®** 
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' est une 


Il rt^ulte de là qne 

P Ip P 

telle fouction de/> , qu'elle ne change pas en mettant à la 
plare de p un multiple quelconque hp. Donc cette fonction 
fil indépendante de p , et ne doit renfermer que ly. Mais 
o(p, <?) . 

par une raison semblable ■ . doit être indépendante 

<7 

o) . . . 

de 7; donc-i-^^^ — — ne renferme m p m f , et ainsi cette 

p^ 


quantité doit se réduire à une constante a. Donc on aura 
f (p ly) p q i et comme rien n’cmpéche de prendre 
a = t t on aura f (pt ç)—py> ainsi la surface d’un rec- 
tangle est égale an produit de ses deux dimensions. 

On démontrerait, d'une manière absolument semblable! ■ 
que la solidité d'nn parallélipipède tectangle dont les di- 
mensions $ônt/>, 7 , r, est égale au produit/) 7 r de ses trois 
dimensions. 

Nous observerons, au'rcste, que la considération des 
(onctions qui fournit ainsi une démonstration très-simple 
'des propositions fondamentales delà Géométrie, a déjà été 
employée avec succès pour la démonstration des principe! 
fondamentaux de la Mécanique, foyez les Mémoires de 
Turin, tome II. 

Enfin, quoique la théorie précédente soit établie sur les 
fondements les plus solides , nous ne devons pas dissimuler 
qu’elle a été attaquée par M. Leslie , célèbre professeur 
d’Édimbonrg, dans ses Éléincns de géométrie, et 3 *“* 
éditions ; mais sans entrer dans aucun détail à ce sujet , il 
nous suffira de dire que les objections de M. I.cslie ont été 
pleinement réfutées , d’abord par M. Playfair, son compa- 
triote, dans VEdimburg Reviotv, tome XX, et ensuite par M. 
Maurice, de l’Académie des, sciences de Paris, dans la 
Bibliothèque universelle de Genève, Octobre 1819. On peut 
voir aussi la discussion, de ces mêmes objections, dans 
l’Édition Anglaise de nos élémens donnée par M. David 
Brewster, Édimbourg i8aa. ’ 
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- NOTE III. 

T 

Sur V approximation de la proposition Xf^l, 
livre IF. 

Dès qu’on a trouvé un rayon excédant et un déficient qui 
s’accordent dans les premiers chiffres , on peut achever le 
calcul d'une manière très-prompte par le moyen d'une for- 
mule algébrique. 

Soit a le rayon déficient et b l'excédant , dont la diffé- 
rence est petite ; soient a' et V les rayons suivants qui s’en 

déduisent par les formules b’z=z\/ ab, a'~y'\a. 1 

Ce que l’on cherche , c’est le dernier terme de la suite a, a’, 
a", etc: , qui est en même temps celui de la suite b , U, b", 
etc. Appelons ce dernier terme x, et soit bz=za ( i w) ; 
On pourra supposer x=<i (i -l-Pci)-f-Qw* -f-etc. ), Pet Q 
étant des coefficients indéterminés. Or les valeurs de b' et «' 
donnent 

é' = o(i -f-î-w — iw*-i-etc.); , ' , . 

a'=a (i -|-.j U* — -J-etc.). 

Et si on fait pareillement b'z=za' ( i , ou aura 

«ü'=|«o — -/rW'etc. _ . , ' 

Mais la valeur de .r doit être la même, soit que la suite n» 
a’, a", etc. commence par a ou par a'; donc on aura 
o(i-l-P<i)-l-Q<ü* -(-etc.)=:a'(i P w' -f- Q w' ’ -i-étc.). 

Substituant dans cette équation les valeurs de a' et de b>' 
cnn et (i>, et comparant les termes semblables, on en dé- 
duira P = ÿ, et Q ,~ — donc 

( I -4- |-(i) — -^W). 

Si les rayons a et 6 s’accordent dans la première moitié de 
leurs chiffres, on pourra rejeter le terme w*, et la valeur 

b— —a 

précédente se réduira à x= «( i J-w)— — - 

Ainsi, en faisant a= I , laSàfiSy , et i , ia86o63,-on 
en déduira immédiatement x= i , 1383792. 

Si les rayons a et é ne s'accordent que dans le premier 
tiers de leurs chiffres , il faudra prendre les trois termes de 
|a formule précédente ; ainsi en faisant a=:i, ia65639 et 
/= I , i3aoi49, on trouvera x= i , 1283791. 
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On pourrait tupposci- que a et & sont encore moins près 
l'un de l’autre; mais alors il faudrait calculer la valeur de 
X avec un plus grand nombre de termes, 
r . L’approximation de la.prop. XIV, qui est de faeques 
Gregory, est susceptible de semblables abrégés. Nous ren« 
voyons à l’ouvrage de cet auteur, intitulé ; Fera circuli et 
hyperbotte quadratura , ouvrage d’un grand mérite pour le 
temps où il a paru. 

NOTE IV. 

Où l'on démontre que le rapport de la circon- 
férence au diamètre et son quarré , sont des 
nombres irrationnels. 


Considérons la suite infinie 
a* I 


ai 

, t H 1 — • ; — + 

Z a z.z-l-i 

don t le terme général est - 


a . 3 z.z-|- < • z-}-a 


-f- etc. 


i.a.3.../i z.z+i.z+a....(z+/i 1) 
et supposons que f : z en représente la somme. Si on met 
z-1- 1 à la place de z , <p : (s-|-i ) sera pareillement la somme 
de la suite 

' _ \ . ..1 


*4 


+ 


+ 


-f-etc. 


z+i ■ U z-f-i.z-4-a ' a. 3 z-|-i.s+a.zri-3 
Retranchons ces deux suites, terme à terme, l’une de l’antre, 
et nous aurons çtz — ip: (z+i) pour la somme du reste 
qui sera 


h 


I 

+ rr 


z.z-f-i ' z'.z + i rZ-4-a ■ a z.z-l-i .z+a.z-J-3 
Mais ce reste peut être mis sous la forme 
a , a i a' 

:• (»+ rrr + T- rTT-TTV + ♦ 


I- etc. 


Z.Z-1-1 

et alors il se réduit à 
généralement 


z-J-a a s-(- a . z-1-3 
a 


z.z-1-1 


ç : (z + a). Donc on aura 


ç:z— (p:(z + i) : 


-9: (z + a). 


Z. Z + l 

Divisons cette équation par 9 : (z-f-i), et, pour simpli- 
fier le résultat , soit i|i : z une nouvelle fonction de z, telle 

•19 • 
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ago 

a f : ( * + <* 

oue il s »=3-. — ^ ; »lori on pourra mettre 

^ ^ I t:(*) *+:* 

?:x (*+ 1 ) 4' • (*~J" ‘ ) . 

au heu de • ■ ; , et au heu de 

ç • r ® I ^ ^ 

— La subatitntion faite, on aura 

f : (» + i) 

a 

4 » ; *= . V 

ï -f i)i : (* + 1 ) 

Mais en mettant successivement dans cette équation a i , 
s + a , etc. , à la place de s , il en résultera 

—, -, 


|:(s+a)=; 


: ; etc- 


*-f-a-|-i|i:(z-4-3) 

Donc la valeur de ^ : z peut s’exprimer par la fraction 
continue : 

a • ■ 

i : s r=- a 

z-p - ' 


z-(-i + 


z -i- a -J- etc. 


Réciproquement cette fractiqn continue , prolongée à l’in- 

' a f i, ( Z -f- 1 ) 

fini , a pour somme : z , ou son égale ^ ; et 

oette somme , développée en suites ordinaires , est 
a a* 


«-f . 

a z-p-i 


"•“T' 


z-t- I . z-(-a 


4- etc. 


ta a* 

‘+1+-Z-T7TT 


' ete. 


Soit maintenant z=7, la fraction continue deviendra 
an 

— 4 n 
I 4n 

3-4- r — 

5 -4- et 

dans laquelle les numérateurs , excepté le premier , sont 
(ous égaux à 4 n , et les dénominateurs forment la suite 
des nombres impairs i , 3 , 5 , 7 , etc. La valeur de oette 
fiurtioD continue peut donc aussi s’exprimer par 
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la. 


*otr. tV. ■ ' 

' 4 a i 6 a* ' 64 a’ 

j ■ . H 5 h etc. 

1.3 1.3. 4-5 i.5.i7 

4a 16 a* 64 a’ 

4 -— - 5 T -4- etc. 

1 1.3.4 1.3. ..6 


iyt 


Mais ces suites se rapportent à des formules connues , et 011 
sait qu'en représentant par e le nombre dont le logarithme 
hyperbolique est i , l’expression précédente se réduit k - 




. |/a ; de sorte qu'on aura en général 




■t^a 


4 a 

- a a~ — 

v'aj...-»/» I + 4a 

" . • ' 5 -f- etc. 


^*va^-aya 


De là résultent deux formules principales selon que a est 
positif ou négatif. Soit d’abord 4 a = x', on aura 

• X' 

. 5 + «te. 

Soit ensuite 4 “= — **t «l «n vertu de la formule connue 




* • « 

■ - tw»8-x:^: 


— — v/— I. tang, X , on aura 


T * 


7 — etc. 
* ^ 


i- -i». 


Celle-ci est la formule qui servira de base à notre démons, 
tration. Mais il faut, avant tout, démontrer les deux 
lemmes suivants. - .• • 

Lemmb I. Soil une fl-action continue prolongée h Ciafini, 


Z . 


,/i'-|-étc. : • 

dans laquelle tous les nombres m , n j m', n', etc. sont des 
entiers po\iltfs ou négatifs ; ai on "suppose que les fractions 


ROT B IT^ 


apa 

m m' m' 

composantes «te. soient toutes plus petites que 

funsté , je dis que la valeur totale de la fraction continue 
sera nécessau’ement un nombre irrationnel. 

D’abord , je dis que celte valeur sera plus petite que 
' i’unitë. En cfTct , sans diminuer la généralité de la fraction 
continue , on peut supposer tous les dénominateurs 
n* , etc. positifs ; or , si on prend tin seul terme de la suite 

proposée , on aura , par hypothèse, — < i. Si on prend les 

/I 

m' , /n' 

deux premiers , à cause de — < i ^ U est clair que n + ^ 

n n 

est plus grand que n — i : mais m est plus petit que />; et, 
puisqu'ils sont l’un et l’autre des entiers , m sera aussi plus 

petit que n -J- Donc la valeur qui résulte des deux 

termes 


m 
n ■ 


m 

V 


est plus jietite que l’unité. Calculons trois termes de la 
fraction continue proposée ; et d’abord , suivant ce qu’on 
vient de voir , la valeur de la partie 


m 

~i? 


sera plus petite que runité. Appelons cette valeur «, et il 


est clair que 


■ sera encore plus petite que l’nnité ; donc 


la valeur qui résulte des trois termes 

m , 

— m' 

est plus petite que l’iinité. Continuant le même raisonne- 
ment, on verra que, quel que soit le nombre de termes 
qu'on calcule de la fraction continue proposée , la valeur ■ 
qui en résulte est plus petite que l’unité; donc la valeur 
totale de cette fraction prolongée à l’infîni, est aussi plus 
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|Mtitc que Tuafté. EUe ne poorrait être égale à l'anité que 
dans le seul cas où la ftnction proposée serait de la forme 
m 

m-t-i — — — m" 

m' — — ï 

ï> , . m - 4 - 1 etc. 

dans tout antre cas eDe sera plus petite. 

Cela posé , si on nie que la valeur de la fraction continue 
proposée soit égale à un nombre irrationnel , supposons 
qu’elle est égale à un nombre .rationnel , et soit ce nombre 

—, et A B étant des entiers qudconquea; on anra donc 
B 


A 

b' 


m , 


etc. 


Soient C , D , E , etc. des indéterminées telles qu’on ait 


+ 5 “-»- — 


' etc. 




mf 

Ji"+.ete. .K 

et ainsi à l’infini. Ces différentes fractions continues ayant 
tous leurs termes plus petits que l’unité , leurs valenrs ou 
B G D E 

sommes etc. sesont plus petites que l’unité 
A B C D ‘ 

suivant Ce qui vient d’étrê démontré , et ainsi ou aura 
B<A, C<B,D<C, etc. ; d’où l’on voit que la snite A , 
B, C, D, E, etc. est décroissante à l’infini. Mais l’enchaî- 
nement des fractions Continues dont U s’agit donne 
B /« 

'' --=r——C; d’où résulte Cï=m A — «B, ' 

O 

-=z- — D; d’où résulte D=m'B — 

Dm" 

— — E: d’où résulte E = /n"C — ff"D, 

: ■ . ’ 


etc. 


> 'f 
■) 


etc. 
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Et puisque les deux premiers nombres A et B sont entiert 
par hypothèse « il s’ensuit que tous les autres C , D « 
E , etc. , qui jusqu'à ce moment étaient indéterminés , sont 
aussi des nombres entiers. Or , U implique contradiction 
qu'une suite infinie A , B , C , D , E , etc. soit à-la-fois dé- 
croissante et composée de nombres entiers i qir d’ailleurs 
aucun des nombres A , B , C , D , £ , etc.jie peut être zéro, 
puisque la fraction continue proposée s’étend à riufini, et 

B C D - 

qii'ainsi les sommes représentées par «fc- doivent 

toujours être qnelque chose. Donc l’hypothèse , que la 
somme de la fraction continue proposée est égale à une 
B . ' ■ 

quantité rationnelle — , ne saurait snbsisttv ; donc cette 
tk. 

• ^ ” • • 
tomme est nécessairement un nombre irrationnel. 

Lemmx II. Let marnes choses étant posées , si tes fractions 

m m'i m" 

composantes — , — — etc. sont d’une grandeur quelcon- 

' que au commencement de la suite ; mais qU’après un certain 
intervalle , elles soient constamment plus petites que l'unité} 
fe dis que la fraction continue proposée , en supposant tou- 
jours qu 'elle s'étende à l’infini , aura une valeur irrationnelle, 

tri" ' 

Car, si à compter de — 777, par exemple, toutes les frac- 

mi" mf’ m' 


sont plus petites que 


tions — — , — , etc. à l'infini 
n’" ' ré’ n’ ' 

l’unité, alors, suivant le lemme 1, la fraction continue 

' - m"' ■ ■ ■ 

, . " -^-n^+'JL 

n’ -4- etc. 

aura une valeur irrationnelle. Appelons cette valeur », et 
la fraction continue proposée deviendra 

^ né . 

«H . • . 

Mais si un fait successivement , 

m" , m' m ' 
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n Mt clair >}ac, u étant irrationnelle, tontes les quantités 
u", , doivent l’étre pareillement. Or, la dernière 

est éqale à la fraction continue proposée ; donc la valeur de 
celle-ci est irrationnelle. 

Nous pouvons maintenant , pour revenir à notre sujet, 
démontrer cette proposition ^nérale. 

TBÉOUBME. 

Si un arc est commcnsurable aver le rayon , sa lanfienle 
sera incommensurable avec le même rayon. 

m 

En effet , soit le rayon = i , et rare x— — ,meXn étnat 

H 

des nombres entiers , la formule trouvée d-dessns donnera, 
en faisant la substitution ,' ’ 

mm 

tanf. — = — m' 

« 5— /»* 

— ■=— m' 

an ' 

7/1 — etc. 

Or cette fraction continue est dans le cas du lemme II ; car 
il est clair que les dénominateurs 3 /i , 5 /i , 7 n , etc. aug- 
mentant continuellement , tandis que le nuqiérateur m‘ 
reste de la même grandeur, les fractions composantes seront 
du deviendront bientôt plus petites que l’unité , donc la 

valeur de tang. — est irrationnelle ; donc , si l’arc est cortt- 

n-. 

mensurable avec le rayon , ta tangente sera incommen- 
surable, x ’> 

De là résiüte , comme conséquence très-immédiate, la 
proposition qui fuit l’objet de cette note. .Soit la demi- 
circonférence dont le rayon est i ; si '7; était rationnel l’arc 

A . 

— le serait aussi , et par conséquent sa tangente devrait être 
ir _ ■* . 

irrationnelle : mais on sait , au contraire , que la taugente 

r • 

de l’arc - est ^ale an rayon i ; donc it ne peut être ration» 

4 

nel. Donc le rapport de la circonférence au . diamètre, est 
un nombre irrationnel (i). 

(i) Celta propostdoD a «U démonlrèe pour U prcuiièra fais par 
Ismbert, dans les Mémoiivs de Berlin , inDée 1761. 
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11 est probable que le nombre Tt n’est pas même compris 
dans les irrationnelles algébriques , c’est-i-dire , qu’il ne 
' peut être la racine d’une équation algébrique d’un nombre 
fini de termes dont les coefficients sont rationnels : mais il . 
parait très-difficile de démontrer rigoureusement cette pro- 
' position ; nous pouvons seulement faire voir que le quarré 
de K est encore un nombre irrationnel. 

En effet, si dans la fraction continue qui exprime tang. x, 
on fait , à cause de tang. tr =: o , on doit avoir 


IC* 

o=z3 =- 

5 - 


ir* 

— _!L 

’ 9 — etc. 


Mais si W’ était rationnel , et qu’on eût it* = — , m et n 
étant des entiers , il en résulterait 
3 = =- w 

OH fff 

■7 m 

gn~ — 

* Il — etc. 

Or, il est 'visible que cette fraction continue est encore 
dans le cas du lemme II , sa valeur est donc irrationneUe, 
et ne saurait être égale au nombre 3. Donc /e quarré du 
rof>port de la circonférence au diamètre y est un nombre 
' inationnel, 

NOTE V. 


Où l’on donne la solution analytique de divers 
problèmes concernant le triangle , le quadri- 
latère inscrit , le parallélipipède et la pyra- - 
mide triangulaire. . 

PaOBLBMB PBEIflBB.' 

Étant donnés les trois côtés d'un triante , trouver sa sur^ 
face , le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle cir-' 
conscrit. 

>s®. Soient les côtés BC = a, AC = ô, ÂB= c; si du som- 
met A on abaisse la perpendiculaire AD sur le côté opposé 

BC, on aura * AC = AB BC — 2BG X BD; donc BD = 
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a'+c'—b' 


Cette Yaleur donne AB — BD ou AD — c* 


a a 




; donc AD 


4a'c* — (a* + 

71 ) ~ 4 a* 

— V^[^* ** e ~(g ^_U, Soit S l’aire du triangle , > 

a_a 

on aura S =: -j BC X AD ; donc ^ 

S=\V[ba'c'^a'+c'-b'Y}=^i/{ia'b'+-xa'c'-^‘xb'c*-a*-b “«*).' 

Cette forraule peut encore se réduire i une autre forme 
plus commode pour le calcul logarithmique ; pour cela i| 
faut observer que la quantité 4®" c’— (a* -4-c* 4')* est 

le produit des deux facteurs -a ac-\-(u‘-\-c‘ — 4’)"et a oc 
a‘ +-c’ — 4’); lepremier= (a+c)* — 4’=;: (a + c + 4)> ^ , 

(a+c — 4); le second=4‘ — (a— c)*=(4+a— c) (4— a + e)j 
donc on aura 

S=-Ji/[(a-H4+c) (a+4— c) (a+c— 4)] (4 + c— a), 

Enfin si on fait ^^*^ =/>. ce* qui donne a+4+e=a/>’ . 

a > ' 

a+-4 — cz=y> — ac, a+o— 4=a/>— a4, 4+c — a—tp—ia 
on aura encore plus simplement 

S=rt/(/»‘/> — a •/’ — ^'P — 

D’où l’on voit que pour avoir la surface d un triangle doiK' 
les trois eûtes sont donnés, il faut prendre la demi -somme 
des trois cûtés , de cette demi-somme retrancher successive- * 

ment chacun des cAtés , cc qui donnera trois restes , mulii- • ^ 

plier ces trois restes entre eux et par la demi-somme de* 
côtés , et enfin extraire la racine quarree du produit : cette 
racine sera l’aire du triangle. 

Soient maintenant * le rayon du cercle circonscrit au 
triangle , et, u le rayon du cercle inscrit dans ce même tri- . ■ 
angle, on aura suivant la prop. xxxii, liv. iii, 
aS S 


-î- abc 

* = A-_et« = 

S n -f- 4 -+ c P 

valeur trouvée de S , U viendra 


donc en substituant la 


\/{pp—a.p^b.p—c) V P ^ / 


a* > ' 
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PROB LâMS II. 

Etant donnes les quatre côtés d'un quadrilatère insc/il , 
trouver le rayon du cercle , la surface du quadrilatère et 
ses angles. 

Soient le* côtés donnes A,Bcz:« , BC=ô, CD=zc , /f’ • 

et les diagonales inconnues AC=x, Bü.=^-, on aura , sui- 
vant le théor. , liv. iii , .ry — at -\-hd et -r= i — jj 

y ab -\-cdr 

d’où l’on lire 

' {ac-^-bd) {ab+cdy\ 


y ^(ac-f-ôd) _ y / (ac4-M) (aô+ed)^ 

■ e V ab-\-cd )'^ r ad-^~be - J 

Mais , suivant lê problème précédent , le rayon dn cercle 
circonscrit au triangle ABC , dont les côtés sont a , ô , jr , peut 

s’exprimer par la formule s —, — 7 — 

Substituant au lieu de .r la valeur qu'on vient de trouver 
et décomposant le résultat en faeteurs , on aura 

^ y r (ar+Ai/) {od-{’àc) (mù-^cd) ' 1 

j^(a -f- i + 47 — -f c) (a + c-(- d — 5) (d +c +<i— « J • 

CeU posé , Taire du triangle ADC = , celle du irian* 

> « • 

‘ -Cfijr 

gle ADC = ■ ; donc Taire da qaadrilau'Te ABCO = 

, {ab-\-cd) X 

*' 8 • 

;=JV/[(a-l-ô-|-c— /f) (a+é+rf— c) (o-J-c- 4 - j— ô) (ô-f-c-l-rf— a)].' 
Et si on fait , pour abréger , v~\ (a-f-ô-l-c-|-rf),on 
aura l’aire ABCD {jt—a.p — b.p—c.p — </). Enfin pour 
avoir l’un des angles , par exemple , l’angle B , on obser- 

vera que le triangle ABC donne cos Bi= — — — ’ 

% ab 

Substituant la valeur de x et réduisant , on aura'cos B = 

a'+b‘ — c* — . 1 — cos B 

— De la on üre— -, on tang.‘4 B 

%ao-\-tcd i-f-cosB 
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(rt+c+rf — A) {b-\-c-\-d — «) 
"(/i-t-M-*" — d) (fl+H-'Z— 


(<j-|-6)'— (c — d)' 


P R O B L é M B I t I. 

Dons le quadrilatère A B fl C dont les angles opposes II fifi- »77- 
et C sont droits , étant donnes les deujc côtés AB , AC avec. 

Vangle compris BAC trouver les deux autres côtés et la 
diagonale AD. 

Soit AC = é , AB = c , et l'angle BAC A ; si l’on pro- 
longe BD et AC jusqu’à leur rencontre en £ , le triangle 
BA£ rectangle en B, où l’on connaît l’angle BAE cl le côté 
c c 

AB, donnera AE r= 1 donc CE a=- b. Ensuite 

cos A cos A <. ■ 

le triangle DCE rectangle en C , où l’on connaît le côté 
CE et l’angle CDE= A, donnera CD=rCE cot A = 


« — b eos A 


On aura donc semblablement BD : 


b — e cos A 


sin A sin A 

Ce sont les râleurs des deux cAtës cherché du quadrilatère- 

De - là résulte la diagonale AD=v/(AC-l-DC) = 

,c—b cos A, A aéc cos A) 

sin A 




. Mais' par , _ 


sin A 

le triangle BAC on aurait BC ,=: t/(ù'-f-c*— aùe cos A). 
Donc la diagonale AD, qui joint les deux angles obliques, 
est à la diagonale BC qui joint les deux angles droits i 
:sin A. 

ScAolie. La diagonale AD est en même temps le dia- 
mètre du cercle dans lequel le quadrilatère ABDC serait 
inscrit. 

.Dans ce cercle on aurait l’angle ABC = ADC, donc en 
abaissant CF perpendiculaire sur AB, les triangles BFCi 
ADC, sont semblables et donnent ADiBC:: AC;FC:: i : 
sin A ; ce qui s’accorde avec le résultat précédent. _ 


C •' 
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PBOBLâKB IV. 

Etant données les trois arêtes d'un paratUUpipède avec 
les an^s qu'elles font entre elles ^ trouver la solidité du 
parallélipipèfle. 

Soient les arêtes SA=/, SB=g-, SC=A, et les angles 
compris ASB^^y ^ ASC j BSCr^ a* Si du point C on 
abaisse CO perpendiculaire sur le plan ASB , le triangle 
rectangle CSO donnera CO = CS sin CSO = h sin CSO. D’aiL 
leurs la surface du parallélogramme ASBP = ^sin y. Donc 
si on appelle S la solidité du parallélipipède ST , on aura 
S —fgh sin a sin CSO. 11 reste a trouver sin CSO. 

■ Pour cela du point S comme centre et d’un rayon = i , 
décrivez une surface sphérique qui rencontre en D , E , F, G , 
les droites SA, SB , SC , SO ; vous aurez un triangle DEF 
dans lequel l’arc FG est perpendiculaire sur ED , puis- 
que le plan CSO est perpendiculaire sut ASB. Or le 
triangle DEF, où l’on a les trois côtés DE = y,DF=r 

cos 6 — cos * cos y . 

g , EF=a, donne cos E= ■ ' ; : , et sin E^ 

’ sin a sin y 

^ ( I — cos’ a — cos’ g — cos’ y H- B CO» g CO» 6 CO» r 

sin a sin y 

Ensuite le triangle rectangle EFG donne sin GF ou sin CSO 
= sin E sin EF = sin » sin E. Donc &=figh sin « sin y sin E, 


S =fgh 1 / (i - cos’ a— cos • € - cos ‘ y 4- a cos a cos e cos y ). 
Dans cette «pression la quantité sous le radical est le 
produit des deux facteurs sin a sin y + cos S — cos a cosy et 
sin a sin y— cos S-f cos a cosy . l.e premier=cos g— cos (a-t-y) 


i-f-g+y . 
isin 


c-i-y — S 


le second=aos (a — y)— <cos g 


— ljin£tL — Donc la solidité cherchée 


S = y/ l^sin'îi^tïsi 


. a-t-6— y . a-Hy— g . g*fy— a"] 

sin ^sin — ! — sin — r • 

a a ^ a 
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PKOBtiÂllB V. 


Le! mêmes choses étant données que dans le problème 
précédent , trouver Verpression de Ut diagonale qui Joint 
deux sommets opposés^ 

:',Soit la dia(;:onal« de la baie SPm et la diagonale fig 
cberchée ST —u ; le triangle ASP dans lequel coi SAP 
= — cos Y , donnera s'=zf' +g* tfgcoi j; pareillement 
le triangle TSP dans lequel cos TPS= — cos CSP, don- 
nera U* =; *• -f-A’-f- aAz cos CSP. Il ne s'agit plus que 
d’aToir le cosinus de l’angle CSP ou de l’arc FH : or 
dans le triangle sphérique EFH , on a cos FU = 
cos E F cos E H -f- sin EF sin EH cos £ ; substituant les 

cos € — cos a cos ‘ 


râleurs £F=a et cos £ ■ 


y 

-1 , ü viendra 


sin a sin y 

• lin £H ■ 

cos FH=: coi a cos EH : (cos g — cos « cos y ) = 

sin Y 

sinERcosg sin (y — EH), cos a sinEHcosg-HinDHcos*. 

sin Y »in y y 

Donc aAz cos FH , ou a As cos CSP = a A cos g. 

s sin EH , ssinDH ' . . , , „ „ „ 

l-aA cos «. — : . Mais dans le triangle BSP 

sin Y sin Y '■ 

SP sin BSP ‘ SP sin BPS . 

on a BP = — : — rrrrr- BS = — : — , ce qui donne 


sin SBP 

s sin EH . s sin DH 
= /et 


sin SBP 

: g. Donc a A s cos CSP — infh 

sin Y y 

cos g -{- a g h cos a. Donc enfin le quarré de la diagonale 
cherchée : 

'il* —f'-\-g'-\-h‘-\--k/g coi Y + a/A COI g-|- a^A cos a. 

, Corollaire. L’angle solide A est formé par les arêtes 
f, g, h, faisant entre elles deux à deux les angles aoo ®— y , 
. aoo°— g, a.) ainsi il suffit de changer les signes de cos y et 

cos g dans l’expression de SE pour avoir celle' de AM. 
Faisant de même pour les deux autres diagonales, on aura 
W valeurs de leurs quarrés conune il suit : - 


» 

* ■ * '' é ' 



. ' * *■ •' 


K . d \ 

s ■ * • * 

’ ioa . ^a o*« ' 

§T’=/*+g’+A’+a/g^cosT4-a/’A coi e-f-agA cos ■ . J " 

.. 

AM=/' 4 -g*-l-A* — a/gcosy — a/'Acôs gA cos« 

BN=/*+g'+A* — a^gcos Y + a/'Acos 6 — a g A cos a 

* • k 

a * • * 

CP =/’-f-g’-i-A'-|-a/gcos Y — a/A cos g — agAcosa 


• . . ^ De là on lire ST -4-AM-|-BN -|-CP = 4/"’ ~l“ + 4 

^ Donc , rinnit tout parali^lipipède , la somme des quarrvs df s 
' ■ quatre diagonales est égale à la somme des quurrés des 

■* . ■ douze arêtes. Ce théorème remarquable et analogue à celui ' 

*i4-3. qui a lieu dans le parallélogramme*, pourrait se déduire ‘ 


' d ^ . .CÜT. ’ 

immédiatement de ce dernier. Car au moyen des parallélo- 
grammes SCTP , ABMN , on a ‘ . 

a * ' • . 

“ * , m . • 

A * * " ‘ * 

• .* % * 

^Vcp'=a^*+aSP’ .é.- 

ÂM + BN = a BM’-f- a ÂB*. 

• J « . 

Ajoutant ces deux équations et observant qu'on a SC=BM 

et SP -4- AB = aSA-4- aSB , il viendra ST -J- AM -J- 

BN‘-|-Cp’=4^V4^*+4^’ , ~ 

*. » • * ■ * . ■ • 
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'V 

Étant données tes ttws arêtes qui aboutissent à un rnêrne 
~ sommet d'une pyramide triangulaire , et les trois angles 
^que ces arêtes forment entre elles , tram er la solidité de la r 

pyramide. ' ' . ■ 


t'g s?'*-. Soit SABÇ la pyramide triangulaire proposée dans 


t 

laquelle on connaît les arêtes SA =/y SB SO — h ^ v ^ 

< ■ ’ • . - 

t 

et les angles compris ASB^y i ASC:=g , BSC=:a. Si 
sur les arêtes SA, SB, SC, données de grandeur et de 
position , pn décrit le parallélipipède S'y , la pyramide 
qui est le tiers du prisme triangulaire BSANMC sera le ' . 
sixième du parallélipipède ST. Donc en appelant P la soli- 
dité de la pyramide, on aura , d'après le probl. iv , , . . 

* * ■ • 

P= j/gb t/ ( I — cos* a — cos* 6 — cos ’ Y -1- a cos « cos 6 cos y j 

, - , f . a 1 CH Y . Y . «-I y 6 . y+C—a.T ' . 

OU P= J /^A''[sin i-»in -ain un 

^ * a 1* 

. i , • * . * . * 

. ■ - • ■ 


• • a 

*. * •- . >* < , • % ^ a ■. 

• ^ " • . C ■' * . * 

' * . * *. • V*, 
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• Ætant donnés le* six côtes oh arêtes d’une pyramide tri- 
angulaire , trouver sa solidité. 

Si l’on consenre les memes dénominations que dans le *'K *Î*‘. 
problème précédent , et qu’on fasse de plus BC=;/’, 

CA=:^ , BA=A' , on aura cos y = ■ ” 


, cos 6 = 

tfg 

Substituant ces va- 


«’+A'— Z’* 

— , co s « = 

a/ A tgh 

leurs dans la formule trouvée, et faisant pour abréger 
«’ + A*— /’-=F,/*+A*— ^•=G,/’*+g^’ — A'* = H. 
on aura la solidité demandée ' ~ • 

^=.-h\/{kt' g' A’— /‘F'— (T G*,— A* B’-+-FGH). 
Dans l’application de cea formules on observera que fs 
g' , A' , désignent les cAtés d’une même face ou base , et 
f, gf h, les trois autres arêtes , qui aboutissent au sommet, 
leur disposition étant telle que J est opposée à /' , ^ à g* ; 
et A à A'. 

Scholie. Soit A Ig somme 4ea quatre triangles qui com- 
posent la surface de U pyramide , soit r le rayon de la spbère 
inscrite; il est aisé de voir qu'on a FrrAXi-^; on peut 
concevoir la pyramide décomposée en quatre autres , qui 
auraient pour sommet commun le centre de la sphère ^ 
et pour bases , les différentes faces de la pyramide. On a 

’ 3P 

donc le rayon de la sphère inscrite r= — ‘ 

* '_i A • . • . • " 

’. * • t 

PBOBLdMB Vin. 


V Les mêmes choses étant donnt'-es que dans le problème fJy 
trouver le rayon de la sphère circonscrite a la pyramide. 

Soit M le centre du cercle circo'nscrit an triangle SAB« (ig. 379. 
MO la perpendiculaire menée par le. point M sur le plan 
SAB ; soit pareillemént N le centre du cercle circonscrit 
au triangle SAC, NO la perpendiculaire élevée par le 
'point N sur le plan SAC. Ces deux perpendiculaires situées 
' dans un même plan MON perpendiculaire à SA , se ren- 
contreront en un point O qui sera .le centre de la sphère ' ' 


• . , !■ 
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cUconJcrite ; car le point O , comase appartenMt à la p«y 
pendicnlaire MO , e»l à égale distance des trois points S, 
B , A ; et ce même point , comme appartenant à la per- 
pendiculaire NO , est à égale distance des trois poinU 
S , A , C ; donc il est à égale distance des quatre points S, 

A , B , C. 

On peut imaginer que le point M est déterminé dans le 
plan S A B , au moyen du quadrilatère SDM H , dont les 
' deux angles D et H sont droits , et ou Ion a SO — ■ 

= et ASB = ’y. Donc on aura (d’après le pro- 


_ — ,/co^ semblablement on aura . 


sin Y 


blême III ) , D M = - 

iA — -ï/cos 6 

DN = i 

sm 6 

' Appelons D l'angle MDN qui mesure l’inclinaison des 
deux plans SAB , SAC ; dans le triangle sphérique dont 
« , e , Y , sont les côtés , D sera l’angle opposé au côté a , et 
cos a— cos Y cos g 


ainsi on aura cos D = ' 


de sorte que 


sin Y sin g 
l’angle D peut être supposé connu. 

Cela posé, dans le quadrilatère OMDN dont les deux 
angles M et N sont droits , et où l’on connaît les deux 
côtés MD , DN et l’angle compris MDN = D , on aura 

par le problème iii, le quarré de la diagonale OD =: 

DM’+DN — aDM X DN cos D „ , , . . , 

! ; Ensuite dans le triangle 

sin* D 

OSD rectangle en D, on aura SO = OD-t-SD: c’est la 
râleur du quarré du rayon de la sphère circonscrite. 

Si on fait la substitution des valeurs de DM , DN et 
ensuite celle des valeurs de cos D et de sin D , afin d’avoir 
immédiatement l’expression du rayon SO , par le moyen 
des données du problème vi , on trouvera pour ràultat : 

' w » iin*a4^*tin*6-t-A»»in* Y— 4yÿ(ootY— «o«geoix).J 

gQ i. < — »éA(«»»S — co*“co»y) — »^A( co»« — co«Y cos8)S 

( 1 — coa ‘ a — coa • g — cot * Y+scos acoi g coi J 
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’ ^ NOTE VI. ' 

Sur la plus courte distance do deux droites non 
situées dans le même plan. 

Soient AB , CD , deux droites données , non situées dans le <>g' ’X»- 
même plan , dont il s’agit de trouver la plus courte distance. 

Suivant AB faites passer deux plans perpendiculaires 
entre eux qui rencontrent CD l’un en C , l’autre en D ; des 
points C et D abaissez CA et DB perpendiculaires sur AB> 
dans le plan ABD menez DE parallèle et AK perpendiculaire 
à BA, ce qui formera le rectangle ABDE j dans le jilan CAF, 
joignez CE et menez AI perpendiculaire à CE ; enfin dans le 
plan CDE menez IK parallèle à DE jusqu’4 la rencontre de 
CD en K , faites AL = IK et joignez KL ; je dis, t“ que 1* 
droite KL est perpendiculaire â-la-fois aux deux droites 
données AB, CD; a® que celte même droite KL est plus 
courte que toute autre qui joindrait detix points des lignes 
AB , CD, et qu’ainsi KL , ou son égale 'AI, est la plus courte 
distance demandée. *’ 

En effet, t® les trois droites AB, AC, AE étant par 
ponstruction perpendiculaires entre elles, l’une d’elles AB 
est perpendiculaire au plan des deux autres ; donc AB 
'^est perpendiculaire à AI ; d’ailleurs KJ est parallèle à DE , 
et DE à AB , donc Kl est parallèle à AB , et puisqu’on a fait 
AL — Kl, il s’ensuit que la figure AIKL est un rectangle. 

Cela posé, l’angle AIK est droit ainsi que AIC, donc la 
droite AI est perpendiculaire au plan KIC ou CDE; donc 
sa parallèle KL est perpendiculaire au même plan CDE, 
et par conséquent est perpendiculaire a CD. Donc, i° la 
droite KL est perpendiculaire à-la-fois aux deux droites 
AB, CD. . . 

a® Soit M un point quelconque dé la droite CD; si par 
ce point on mène MN parallèle à DE ou à AB , la distance 
du point M à la droite AB sera égale à AN , puisque l’angle 
BAN est droit. Or on a AN> AI; donc AI est la plus courte 
.distance des lignes données AB , CD. 

Soient les perpendiculaires CA = u|,et DB=AE=i, 

au 
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OU aura CE=\/ ( n’ + 6* ) ; et parce que l’aire du triangle 
ACE s’exprime également par -j AC X AE et par ^ CEXAl, 

ACxEA ab \ 

on aura AI = — -= = C est 1 expression 

CE ^{a’+b‘) 

de la plus courte distance des lignes données. 

Si en même temps on fait la distance AB = c, et qu’on 
appelle A l'angle compris entre les deux lignes données, 
c’est-.i-dire l'angle CDE , compris entre la ligne CD et une 
parallèle DE à la ligne AB , le triangle CDE rectangle en E 

' DE c ■ 

donnera cos CDE= , ou co. • 

car on a.CD = CE4-ED = a’-f-6’-l-c’. De là on tirerait 


aussi sin A 


v/(n‘+6’) 


■ et cot A = 


^/{a‘+b‘+c') 

NOTE VII. 

Sur les polyèdres symmétriques, 


V'(a’+A*)< 


C'est pour plus de simplicité que nous avons supposé 
dans la'déf. i6, liv. VI, que le plan auquel les polyèdres 
symmétriques sont rapportés , est le plan d'une face : on 
pourrait supposer que ce plan est un plan quelconque, 
et alors la définition deviendrait plus générale ,• sans qu’il 
y efit rien à changer à la démonstration de la propos, ir, 
par laquelle nous avons établi les relations mutuelles des 
deux polyèdres. On peut aussi prendre une idée très-juste 
de la manière d’étre de ces deux solides, en regardant l’un 
des deux comme l’image dé l’autre formée dans un miroir 
plan, lequel tiendra lien du plan dont nous venons de 
parler. 

NOTE VIII. 


Sur la proposition XXV, livre Vil. 


Ce 'théoréme qn’Euler a démontré le premier dans les 
Mémoires de Pétersbourg, année lyfiS , offre plusieurs 
conséquences qui méritent d’étre développées. 

1 ° Soit a le nombre des triangles , h le nombre des qna- 
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ilrilatcret, c le nombre des pentagones, etc. qui composent 
la surface d’un polyèdre; le nombre total des faces sera 
fl-J-ft-f-c-f-rf-t-etc., et le nombre total de leurs c6tës sera 
3a -f- 4^ -4- 5c etc. Ce dernier nombre est double de 

celui des arêtes, puisque la même arête appartient a deux 
faces; ainsi on aura 

H = a -|- ê -J- c + etc. 

X A 3a 4^ 5 c- 4“ -4- etc. 

Et puisque, suivant le thêorêroe dont il s'agit, S4-U = A 
-4-a , on en tire 

Une première remarque que fournissent ces valeurs , c’est 
que le nombre des faces impaires a -f-c-4-e-f- etc. est tou- 
jours pair. 

On peut faire pour abréger w = ê-f-ac-f- 3<f-|- etc. , et 
alors on aura 

A=4n-f-iu>, 

S = a-|-4H-h4w. 


Ainsi dans tout polyèdre on a toujours A>4U,' et S>- 
a -{-4 H , où il faut observer que le signe > n'exclut pas l’êga* 
litê, attendu qu'on pourrait avoir o>~o. 

Le nombre de tous les angles plans du polyèdre est a A, 
celui des angles solides est S , de sorte que le nombre moyen 

î A 

des angles plans qui forment chaque angle solide , est — — • 


Ce nombre ne peut être moindre que 3 , puisqu’il faut 
au moins trois angles plans pour former un angle solide! 
ainsi on doit avoir a A>3S, le signe > n’excluant pas 
l’égalité. Si on met au lieu de A et S leurs valeurs en 
Eetco, on aura 3H-l-a)>6-f-iH-f-f w, ou 3B'> la +-w. 
Remettant les valeurs de U et u en a , , c , etc. , il en 

résultera 


3a-J-aè-4-c> ia-4-e-l-a/-|-3g-J- etc. 
d’où l’on voit que a, 5, c, ne peuvent pas être xéro à la 
fois, et qu’ainsi il n’existe aucun polyèdre dont toutes les 
faces aient plus de cinq côtés. 

Puisqu’on a H > 4 H- i <>> i la substitution dans les valeurs 
de S et de A donnera S>4+|w,et A>6-4-w. Mais en 
même temps on a w< 3H — la; et delà il résultés < aH — 4i 


3o8 ROTS VIII. 

«t A < 3H — 6 , où l'on se souviendra que les signes > cl 
< n'excluent pas l’égalité. Ces limites ont lieu génmiinnent 
dans tous les polyèdres. 

a* Supposons aA>4S, ce qui convient à une infinité 
de polyèdres , et nommément à ceux dont tous les angles 
solides sont formés de quatre plans on plus , on aura dans 
ce cas H >8 , ou , en faisant la substitution , 

a>8-l-c-|-a<f+3e + etc. , 

Donc il faut que le solide ait au moins huit faces triangU' 
, laires;la limite H >8-Ho donne S>6 + co, etA>a -f-wia. 
Mais on a en même temps fa> < U — 8 ; et de là résulte S < H 
— a, A<aH — 4 - 


3“ Supposons a A > 5 S , ce qui renferme entre autres 
polyèdres ceux dont tous les angles solides sont an moins 
quintuples, il en résultera H >20 -|- 3 (t>, ou 
a> ao-p- aù+ 5c-|- 8(/-|-etc. 

Et on aura en même temps 5>ia-|-aü), etA> 3o-|-5w^ 
pnlin de ce que tu < j (H — ao), on tire les limites S < 

i(H-a),A<HH-»)- - ' 

'*On ne peut supposer aA = 6S; car on 'a en général 
ia = 6S; donc il n’y a aucun polyèdre dont 
■''i«i»4es angles solides soient formés de six angles ])lans ou 
■* plus; et en effet la moindre valeur qu’aurait ciia(|ue angle 
plan , l'un |>ortant l'autre , serait l’angle d’un triangle é<|ui- 
latéral, et six de ces angles feraient quatre angles droits, 
ce qui est trop grand.pour un angle solide. v ’ ' 

4" Considérons un polyèdre dont toutes les faces soîenf 
triangulaires , on aura Oizzzo , ce qui donnera A =:| U , et 
S = a -1- j U. Supposons en outre que tous les angles solides 
du polyèdre soient en partie quintuples, en partie sextu- 
ples ; soit P le nombre des angles solides quintuples, rj celui 
des sextuples, on aura S =/>-!- 7 et 1 A. =. 5p 6q, ce qui 
donne 6S — 2 A=p : mais on a d’ailleurs A = 4 H» S — 
a -J- j H ; donc p~fiS - — aA=:i2. Donc si un polyèdre n 
toutes ses faces triangulaires ^ et que ses angles solides soieiit 
en partie quintuples , en partie sextuples , les angles solidci 
seront toujours au nombre de 12. Les sextüplcs' 
pMvent être en nombre quelconque : ainsi, en laissant q 
indétermiaé, oh aura dans tous ces solides Srr 12 -p 
fi=:20 -f-2q, Al= 3o +Zq, 
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Non* terminerons ces applications par la recherche du 
hombre de conditions on données nécessaires pour déter- 
miner un polyèdre J question intéressante,, et qu il ne parait 
pas qu’on ait encore résolue. 

Supposons d’abord que le polyèdre soit d’une espèce de- 
tel minée y c’est-à-dire qu’on connaisse le nombre de ses 
faces, le nombre de leurs côtés individuellement, et leur 
disposition les unes à l’égard des autres. On connaît donc 
les nombres H, S, A, ainsi que a, 6, c,rf, etc. ; il ne s’agit 
plus que d’avoir le nombre de données effectives , lignes ou 
angles, par le moyen desquelles le polyèdre peut être cons- 
truit et déterminé. 

Considérons une des faces du polyèdre que nous pren- 
drons pour sa base. Soit n le nombre de ses côtés ; il faudra 
an — 3 données pour déterminer celte base. Les angles 
solides hors de la base sont au nombre de S — n ; le som- 
met de chaque angle exige trois données pour sa détermi- 
nation; ainsi la position de S — « sommets exigerait 3S — 
3n données, auxquelles ajoutant les an — 3 de la base, 
on aurait en tout 3S — n — 3. Mais ce nombre est en gé- 
néral trop grand , il doit être diminué'du nombre de con- 
ditions nécessaires pour que les sommets qui répondent à 
une même face soient dans un même plan. Nous avons 
appelé n le nombre de côtés de la base, appelons de même 
n' y-n” y etc. les nombres de côtés des autres faces. Trois 
points déterminent un plan ; ainsi ce qui se trouvera de • 
plus que 3 dans chacun des nombres n', n', etc. donnera 
autant de conditions pour que les différents sommets soient 
situés dans les plans des faces auxquelles ils appartiennent , 
et le nombre total de ces conditions sera égal à la somme 
(«' — 3)-f-(>i'' — 3)-h-(/i"' — 3)-+- etc. MaisJe nombre des 
termes de cette suite est II — i , et d’aillenrs n-^n'-\-n* 
-ê-etc.=:aA : donc la somme de la suite sera a A — n — 

3 ( H — I ). Retranchant cette somme de3S — n — 3, U res - 
tera 3S— aA-f-3H — 6, quantité qui, à cause de S-f-H= 
A-f- a , se réduit à A. Donc le nombre de données nécessaires 
pour déterminer un polyèdre , parmi tous ceux de la même 
espèce , est égal au nombre de ses arêtes. 

Remarqiiex cependant que les données dont il s’agit ne 
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doivent pas étie prises au hasard parmi les lignes et les 
angles qui constituent les ëlémcnts du polyèdre ; car , quoi- 
qu'on eût autant d'équations que d'inconnues, il pourrait 
SC faire que certaines relations entre les quantités connues 
rendissent le problème indéterminé. Ainsi il semblerait , 
d’après le théorème qu'on vient de trouver, que la connais- 
sance des arêtes seules suffit en général pour déterminer un 
polyèdre i mais il y a des cas où eelte connaissance n'est 
pas suffisante. Par exemple, étant donné un prisme non 
triangulaire quelconque , on pourra former une infinité 
d'autres prismes qui auront des arêtes égales et placées de 
la même manière. Car, dès que la base a plus de trois càtés, 
on peut , en conservant les côtés , changer les angles , et 
dotuier ainsi à cette base une infinité de formès différentes ; 
on peut aussi changer la position de l’aréte longitudinale 
du prisme par rajiport au plan de la base, enfin on peut 
combiner ces deux changements l'un avec l'autre ; et il en 
résultera toujours un prisme dont les arêtes ou côtés n’au- 
ront pas changé. D'où l'on voit que les arêtes seules ne 
suffisent pas dans ce cas pour déterminer le solide. 

Les données qu'il convient de prendre pour déterminét 
un solide , sont celles qui ne laissent aucune indétermina- 
tion, et qui ne donnent absolument qu'une solution. Et 
d'abord la base ABCDE sera déterminée entre autres ma- 
nières , si on couuait le côté AB, avec les augles adjacents 
BAC , ABC , pour le point C r les angles BAÜ , ABD, pour 
le point D, et ainsi des autres. Soit ensuite M un point dont 
il faut déterminer la position hors du plan de la base; ce 
point sera déterminé, si, en imagmant la pyramide MABC, 
ou seulement lié plan MAJl, on connaît les angles MAB,^ 
ABM , et riqcliitaisoii du plan MAB sur la base ABC. Si 
on détermine, par le moyen de trois données pareilles la 
position de chacun des sommets du polyèdre hors du plan 
de la base , 4 est clair <{ne le polyèdre sera déterminé absb- 
lumeut et d’une manière unique, de sorte que deuk polyè- 
dres constniits avec les mtines données seront nécessaire- 
ment égaux; ils seraient cêpeudant syminctriques l'nn de 
)*autre, s’ils étaient construits de différents côtés du plan 
de la base 
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Il n'e»t j>a» toujours nécessaire d’avoir trois données 
jiour déterminer cliaquc sommet d’un polyèdre -, car si 
le point M doit sc trouver sur un plan déjà déterminé dont 
l’intersection avec la base soit FG , il suffira , après avoir 
pris FG à volonté, de connaître les angles MGF, MFGj 
ainsi il faudra une donnée de moins. Si le {loint M doit se 
trouver sur deux plans déjà déterminés , ou sur leur inter- 
section commune MK. qui rencontre le plan AJiC en K, on 
connaîtra déjà le c 6 té AK, l’angle AKM , et l’inclinaison du 
plan AKM sur la base; U suffira donc d’avoir pour nouvelle 
donnée l'angle MAK. C’est ainsi que le nombre de donnée* 
nécessaires pour déterminer un polyèdre absolumentvet 
d’une manière unique, se réduira toujours au nombre de 
ses arêtes A. 

Le côté AB et un nombre A — i d'angles donnés déter- 
minent un polyèdre; un autre côté à volonté et les mêmes 
angles détermineront un polyèdre semblable. Ü’où ilsuitqne 
le nombre de conditions necessaires pour que deux polyèdres 
de la même espèce soient semblables , est égal au nombre des 
aretes moins un. 

La question qu’on vient de résoudre serait beaucoup plus 
simple si on ne connaissait pas l’espece du polyèdre, mais 
seulement le nombre de ses angles solides S. Déterminei 
alors trois sommets à volonté par le moyen d’un triangle 
où il y aura trois données ; ce triangle sera regardé comme 
la base du solide , ensuite les sommets hors de cette base 
seront au nombre de S — 3 ; et la détermination de chacun 
d’eux exigeant trois domiées, il est clair que le nombre 
total de données nécessaires pour déterminer le polyèdre , 
sera 3-1-3 (S — 3), ou 3 S — 6 . 

Il faudra donc 3 S — 7 conditions pour que deux pAlyè. 
'•■dres qui ont un égal nombre S d’angles solides soient sem- 
bl ables entre eux. 

NOTE IX. 

Sur les polyèdres réguliers. ( f^oyet l’appendice 
au livre VU. ) 

Nous nous sommes attachés dans.la proposition II de cet 
a|>pendice à démontrer l’existence des cinq polyèdres régu- 


( ' 
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liérs, c'est-à-dire, la jiüssibiliU- d’arranger un certain nombre 
de plans égaux de manière qu’il en résulte un solide uniforme 
dans toute son étendue. II nous a paru que dans d’autres 
ourrages on suppose cet arrangement existant, sans trop 
en rendre raison ; ou bien on ne le démontre , comme a 
fait Enclide,,que par des figures compliquées et difficiles 
à entendre. ' 

Le problème de déterminer l’inclinaison de denx faces 
adjacentes du polyi-dre , et celui de déterminer les rayons 
des sphères inscrite et circonscrite , sont réduits dans les 
problèmes III et IV à des constructions fort simples ; mais 
il ne sera pas inutile d’appliquer à ces mêmes problèmes le 
calcul trigonométrique qui fonmira d’ailleurs de nouxelles 
propositions. 

Soient a, b, c, les trois angles plans qui composent l’angle 
solide O , et soit proposé de trouver l’indinaison des plans 
où sont les angles <t et b, on décrira du centre O le trian- 
gle sphérique ABC , dans lequel on connaîtra les trois côtés 
BCr^a, A.C — b, AB = c, et il fandra trouver l’angle C 
compris entre les côtés a et b. Or, par les formules con- • / 

„ cos ri — cos a cos ô * 

nues , on a cos Cx= ■ - —7— ■- — ; . Cette formule appli- 

sin a sin b 

quée aux cinq polyèdres réguliers, va nous fain cônnaltrà 
l’inclinaison de deux faces adjacentes dans chacun de ces 
solides. 

Dont le tétraèdre , les trois angles plans qui composent 
i’angle solide S, sont des angles de triangles équilatéraux^ 
soit donc la demi - circonférence qu l’arc de 200*=: R, on 

’cosu — cos* <1 

aura o = ô = c “ r n : donc cos C = ; ■ ■ — = • 

' . sm’a 


-j mais on sait que cos-^ it 


cos a ( I — cosa) cos « 

I — cos* a ' i-f-cosa' 

= .j , donc cos C = 7. 

Dans l'hexaèdre ou cube , les trois angles plans qui for- 
liient l’angle solide A , sont des angles droits ; ainsi on a 
«=és=c=.7R,etcosa=ro, donc cos C'=o.J)on.c l’angle 
de deux faces adjacentes est un angle droit. 

Dans T octaèdre , si l’on fait a = DAS = J it , b = DAT 

cos ■ 


rj-R, c = TAS= iir, on anracosCas. 


sin » 7 it 
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Or, co»j« -=ro, cos ] it = 1 -, sin jir ; \/3 ; donc cos C = 

— f; D’où l’on Toil que l’inclinaison des faces de l’octacdrè 
et l’inclinaison des faces du tétraèdre sont deux angles sup- 
pléments l’une de l’autre. 

Dans le dodécaèdre , un angle solide est formé de trois 

angles plans égaux , chacun , i l’angle d’un pentagone 

régulier ; ainsi, en faisant on aura 

^ co s a . . . , I — v/ 5 

cos C = ; mais cos f w = — sm 77 * = — r^i 

I co s a , 4 

. -, » — VS I . „ a -, 

donc cosC = 7 r = ' , »»n C = — -, et tang C = 

.5 — v /5 \/5 . V ^5 ® •. 

— 2. ’ : ' . 


Dans V icosaèdre , il faut faire =z C' B' D' = 7 « , a = 

cos 4 IC — cos’ 4 * 

ù= C' B' A' = 4 * , et on aura cos C = : — 

sin it 

i — — ’ **” 0 = 7. Telles sont les 

expressions très-simples par lesquelles on détermine l’incli- 
naison de deux faces dans les cinq polyèdres réguliers. Mais, 
nous remarquerons qu’on aurait pu. les conaprendre dans 
une seule et môme formule. 

En effet, soit n le nombre de cAtés de chaque face, m le 
nombre d’angles plans qui se réunissent dans chaque angle 
solide ; si du centre O et d’un rayon = i , on décrit une 
surface sphérique qui rencontre en p , q, r, les lignes OA, 
OC, OD, on aura un triangle sphérique/? jr, dans lequel 

sc n 

on connaît l.angle droit r, l’angle/? =: — ,el l'angle qs= — î ■ 
' m n 

on aura doxte, par les formules connues, cos q rac 

sin q. 

__ Mais cos q r=. cos COD = sin CDO znsin 7 C , C dési- 



gnant l’angle CDE; donc sin -70 = . Formule gêné-’ 

sin — • 

- n . 

raie qui, appliquée successivement aux cinq polyèdres, 
donnerait les mômes valeurs de cos C on de i — a sin* 7 C 


rg. »SA 




f'i;. ><>. 
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qu’on t trouTces par une autre voie ; pour cela , il faut «ubs- 
tiiuer, dans chaque cas, les valeurs de m et n , savoir ; ^ 
Tétraèdre , Hexaèdre, Octaèdre, Dodécaèdre, Icosaèdre. 
/w= 3 , 3 , 4 , 3 ,.5. 

«=3,4 ,3 , 5 ,3. 

Le même triangle sphérique pqr, d'où l'on vient de 
déduire l’inclinaison de deux faces adjacentes , donne 
CO it it 

cos pq — cot P cot « , ou = cot — cot — . Donc , si on 
OA m n _ ■ 

ap]>eile R le rayon de la sphère" circonscrite au (lolyèdre, 
et r le rayon de la sphère inscrite dans le même polyèdre , 
R it ir _ 

on aura — :=r tang — tang — ; d'ailleurs , en faisant le côté 

r 171 n 

^ a 

AB = O , on a CA = -î- — , et par conséquent R" = r* -f- 

IT 

sin — 
n 

i. 

Ces deux équations donneront pour chaque polyèdre 


If 

sin* - 
n 


les Taleurt des rayons R et r des sphères circonscrite et 

. . .rx • • * 

inscrite. On a aussi , en supposant G connu , r= 7 a cot — 


tang 7 C et R =; 7 a tang — tang 7 C. 

m 

Dans le dodécaèdre et l’icosaèdre , on voit que le rapport 

a la même valeur tang — tang — . Donc, si R est le même 

pour tous les deux , r sera aussi le même ; c’est-à-dire , que 
si ces deux solides sont inscrits dans une même sphère , ils 
seront aussi circonscrits à une même sphère, et vice vend. 
La même propriété a lieu entre l’hexaèdre et l'octaèdre, 

puisque la valenr de — est, pour l’iin et pour l’autre. 


* » 

langytang — 

Remarquons que les polyèdres réguliers né sont pas les 
seuls solides qui soient compris sous des polygones réguliers 
égaux; car, si on adosse par une face commune deux té- 
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rraidrei r^gulifr» égaux ^ îl en résultera un solide compris 
sous six triangles égaux et équilatéraux. On pourrait encore 
former un autre solide ayec dix triangles égaux et équilaté- 
raux ; mais les polyèdres réguliers sont les seuls qui aient eu 
même temps les angles solides égaux. 

^ , N OTE X. , • ■ 

4 * 

Sur l'aire du iriangie sphérique. 


Soit 1 ,1e rayon de la s]>hùre, « la tlemi-circonférence d'un 
grand cercle; soient a, b, c,\ei trois c6tcs d’un triangle 
sphérique ; A , B , C , les arcs de grand cercle qui mesurent 
les angles opposés. Soit A-f-B-f-C — ■* — S, suivant ce 
qui a été démontre dans le texte * , l’aire du triangle sphé- 
riqiie est égale à l’arc S multiplié par le rayon , et ainsi 
est représentée par S. Or, par les analogies de Néper^ 
on a : • 

A-+-B C a — b a-\-b , 

tang :cot — ::cos :cos ; 

a a ‘ a a 

de là tirant la valeur de tang (A-l-B) , on en déduira 
aisément celle de tang (f A-t-^B-t-^C) = — cot | S : on 
aura ainsi 


cot -j n cot 7 6 -f- cos C 

cot 4 S = — T— t: • 

sin C 

formule très - simple qui peut servir a calculer l’aire d’un 
triangle sphérique lorsqu’on connaît deux côtés a, ô, et 
l’angle compris C. On peut aussi' en déduire plusieurs con- 
séquences remarquables. 

1 ® Si l’angle C est constant, ainsi que le produit 

cot — cot l’aire du triangle sphérique représentée par S, 
a a 

demeurera constante. Donc deux triangles CAB, CDE,- 
qui ont un angle égal C , seront équivalents , si on a 


tang 4 CA: Ungi CD : ; tang 4 CE: tang 4 CB , c’est-à-dire, si. 
les tangentes des moitiés des côtés qui comprennent l’angle 
égal , sont réciproquement proportionnelles. 

Pour faire sur le côté donné CD et avec le même 
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angle C, un triangle CI)E équivalent au triangle donné 
CAB, U faut déterminer CE par la proportion ' 

tang 7 CD:tang-j CA:; tang-j CB;tang 7 CE. ■ 

3® Pour faire avec l'angle du sommet C un triangle isos- 
cèle DCE équivalent au triangle donné CAB, il faut 
prendre tang-j CD, ou tangj CE, moyenne proportionnelle 
entre tangj CA et tang^ CB. 

O » . „ cot-j-a cot-» i'*+cos G 

4 La même formule cot-j S= — 

sin C 

- peut servir à démontrer d’nne manière très -simple la pro- 
position XXVI du livre Ail; savoir, que de tous les trian- 
gles sphériques formés avec deux côtés donnés a et ô, le 
plus grand est celui dans lequel l'angle C compris par les 
’ côtés donnés , est égal à la somme des deux autres angles 
A et B. ' 

' Du rayon OZ = i_ décrivez la demi-.circonférence VT^Z,, 
faites l'arc ZX = C, et de l'autre côté du centre prenez 
OP = cotj a cot-j ô; enfin joignez PX et abaissez XY per- 
pendiculaire sur PZ. , 

PY 

Dans le triangle rectangle PXY on a cot P=er= — 


col a cot i 6-t- cos C . 

T- donc P^-'-S; donc la surface S 

sm C 

sera un maximum , si l’angle P en est un. Or, il est évident 
que si on mène PM tangente à la ciixonfcrence , l'angle 
MPO sera le maximum des angles P, et alors on aura MPO 
= MOZ — 7 «. Donc le triangle sphérique, formé avec 
deux côtés donnés , sera un maxiptum si on a v S = C 
— 7 it , ou C = A -f- B , ce qui s'accorde avec la proposition- 
citée. 

On voit en même temps, par cette construction , 'qu'il 
n'y aurait pas lieu à maximum si le point P était au-dedans 
du cercle, c'est - à - dire f si l'on avait cot-^ a cot-^ b < i. 
Condition d’où Pon tire successivement cot^ a < tangt b, 
tang (i « — ■4'^) < ‘■“fi-î 4 ^ — 7 <» < 4 enfin «< 

a-irb , ee qui s’accorde encore avec le scholie de la même 
proposition. , 
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■ PxoxiÀMX 1. Trouver ta surface d'un triangle sphérique 
par le moyen de ses trois côtes. y • ' 

• i. ' • • . • 

Pour cela , il faudra dans la formule . ' .u ■ 
cot cot ; 6 -f- cos C 


col î,S = 


sin C 


sobstituerlef valeurs de sin C et cos C exprimas en a, b, c; 
cos c— cos a cos b 

or , on a cos C =r ; : — ; et cot t o col t A = 


1 cos a 1 -J- cos b 
sin a ' sin b 


sin a sin b 
; de là résulie ; ’■ 


* ^ . .Il i4-cosfl-4-cosA+cosc ' 

cos C + totiacoti6z= : : . 

sm a sin b 

Ensuite la valeur de cos C donne ' 

. fl-f-A-f-c . a l-A — c 

, ’ a sin — sin 

cosc — co»a(-\-b) a a--* 

i+cosC = : — -=z- 


sin a sin b 


, sin a sin b 



I— C 08 C= ... — ... 

*' . . sin a sin b sin a sm b 

Multipliant ceS deux quantités entre elles et extrayant la 

racine du produit , on aura ^ , 

a I A-t c . a-t-A — c . a+c-Ut , A-Ki- 


ai/l sin J, 
sin C = i V *■“ 


a. 


) 


Donc enfin 
001^5= — 


sin a sin A 

V • . 

• »s*'’ 

-f- cos a + cos A + cos c 


( . a-l-A+c . a+A— c . a+c— A . A+a— «"N 

sm •' sin ■ sm — ■ sm I ' 

a ■ 1 a a a // , 

Cette formule résout le problème proposé, mais on ‘peut 

parvenir à’ un résultat plus simple. ' Ji' 

/- Pour cela reprenons, là formule ^ ' - ^ 

„ col ja cot jA-f-cosC i ». 

nous en tirerons d’abord i-J-cot* j S, ou :• 

I . cot*7^cot’4A +acot jaco t H Aco sC-f- 1 ,' ' .Jud-j- 


sin *4» 


«in’C 
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Or, la valeur de cos C donne a cot ~ a cot ~ b cos C 

cos c — cos a cos b , , - , . 

7—r: : » mettant dans le numérateur , au 

a sin I rt sin * 7 é ? , 

lieu de cos c , cos a , cos b , leurs valeurs i — a sih * -j- c , 

I — a'sin* i— asin'7&,et rédiûsant , on aura 

. . , ^ sin* 7 a-f-sin’ 7A — sin'-i-c 

a cot 7<i cot 7 ocos C= : — ■ — a. 

* ■ sin'iasin‘^6 


On_a d’ailleurs cot* 7 a. cot* 7 fr— 

I— sin*7a — sin’Ÿfc 


I — sin*7a I — sin'ri 


sin* 7<j sin* ~b 
1 


sin* 7a sin'-j-A 
1 - I . Donc , , en substituant ces va- 
I — sin*7C 


leurs , on aura - - ■= . . . ^ , ce qtii donne 

sin’fS sin’iosin’ièsin’C . 

sin 7 a sin 7 é sin C 

su 7 S = __ , , et , en remettant la valeur de 


COS7C 


sin C , on a 


sin^Srr- 


'(■ 


l/( sin 


. o+fr+c . a-\-b—c . a+e— é . é-f-c—aN 


’ sin ' 




a cos 7 a cos 7 b cos 7 c 
Formule commode pour le calcul logarithmique. 

Si on multiplie celle-ci par la Valeur de cot 7 S, il en 
résultera ’ 

„ i+cos<s-t-cos6+cosc cos* 70 -l-co 5 ’-! 6 -H:os*ic — 1 
cos f S= -, : — : — 

4 cOS 7 aCOS 70 COS 7 C aCOS 7 aCOS 70 cOS 7 C 

Nouvelle formule qui a l'avantage d’étre composée de ter- 
mes rationnels. 

, ' > J — 1 COS 

De là on tire encore — î— — , on 

su i S 

I— cos*7a— cos* 76 — cos* 7 <H-acos 7 acos 7 4 cosîO 

a-t-6-l-c , a-t-6 — c . a+c— 6 . 4-j-c — 

— sin ^ — sin sin — ■ 

a a a a 


tang^S= 


'0 




) 


Or, le nnmérateur de cette expression peut se décomposer 
en facteurs, comme on l'a fait pour une quantité sem- 
blable, note V , problème IV ; on aura ainsi : 
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tang^: 


a~\-b-\-c . a I &' - c . a+c— r-A . 

4 »in— — tin sin ^ain 

_ k. 4 4 ^ 

a \ b c a-\-c — b . b ^-c- 

lin tin -ain ain 

1 a a a 


Mais on a 


\/sinp' 


ô 

■U W 4.».g»,- 

Vasini/jcosi/»/ 


donc enfin 


lang 


îS=l/^lang 


a t & I e a-^-b- 
tang- 


-e a-^-c——b aN 

_U„g__Ung— 


4 4 

Cette formule très- élégante est due à Simon Lhuillier. 

PaoBLén II. Etant donnéf les trois côtés BC =a , AC= b, ^8 
AB = c, détemttner la position du point I, pôle du cercle 
circonscrit au triangle ABC. 

Soit l’angle ACI=:j;, et l’arc AJ“CI = BI=:^; dans 

les triangles CAI , CBl , on aura par les formules connues 

coso — cosicoss I — cos 4 sin 6 

cosx= L — . — ; L:3__ — . — cot®= ;COt©, 

sinosinip sin 4 i-f-cos4 

I— coso .. cos(C — x") 


' cos (C — x) ; 
cos C -h sin C Ung x = 


■ oot f . Donc ' 


cos X 


( I +COS 4) ( i — cos a) 


; substi- 


sin a sin 4 

tuant dans cette équation les râleurs de cos C et sin C 
exprimées en a , b , c ,-ei faisant , pour abréger, 

M“v/(i — cos*a— .cos*4 — cos*c-f*acosacos4cosc), 

,,, . i- 4 -cos 4 — cosc— coso 

on en déduira tangj=.~ — ■■ ■ ■ — , formule 

M 

qui détermine l’angle ACI. On peut observer qu’à cause 
des triangles isoscèles ACI, ABI, BCI, on a ACI = 
; (C + A — B); on aurait de même BCI =7 (B + C — A), 
BAI=-j(A-f-B — C). Pe là tésulleut ces formules remar- 
quables ; 

... ... i-J-cos4 — coso — cosc 

tang i ( A -I- C — B ) = 


tangi(B + C — A) = 


M 

I -f-coso — cos4 — cosc 
M 
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* -t-co»c — coss — cos 6 


IM 


auxquelles on peut joindre celle qui donne cot , et qui 

peut te mettre sous la forme : 

. w. , n . — * — cosa — oosi — cosc 

Ung;-(A.+B + C) = . 

La valeur de tang x qu'on vient de trouver, donne 

Cl 

"m* 


I a(i4-cos6)(i— cosc)(i -cosol 

' I tang* X on = — ^ — ' 

cos* X 


i6 cos * 7 6 sin * -J c sin * -j a i 

— J donc — 

4 ros 7 b sin 7 e- sin 7 a 


GbS X 


cos f 


M 

I — cos b 
sin b 
tang i* 


Mais ^de l'équation 

^ f 

cot f =: tang 4 b cot , on tire 


tang f ; donc tang ç = 


4 sin 7 a sin 7 6 sin 7 c 


M 


a sin 7 a sin 7 b sin 7 c 


. a+b-t-c . a+b—c . a+c—b . 6-t-c— aA 

t/( sin sin sin sin ) 

Va a a a / 

PaOBLiMB 111. Déterminer sur la surface de ta sphère la 
ligne sur laquelle sont situés tous les sommets des triangles 
de même base et de même surface. ■ . 

Soit ABC l'un des triangles sphériques dont la base 
commune est AB = c, et la surface donnée A + B -|- C — 
w = S. Soit IPK une perpendiculaire indéfinie élevée sur 
le milieu de AB; ayant pris IP égal au quadrant, P sera le 
pôle de l'arc AB, et l’arc PCD mené par les points P, C, 
sera perpendiculaire sur AB. Soit \D=p, CD — q; les 
triangles rectangles ACD, BCD , dans lesquels on a AC =: 6, 
BC = a, AD=/»-4-7C, BD=^ — ~c, donneront cos a:i= 
cos CO» (/> — 7 e) , cos ô=cos q co» (é?-f- r Mais oh 
a trouvé ci-dessus : , 

1 -1- cos fl -t- cos ô -1- cos c 

cot 78= : . ■ . 

sin a sin o sin C 

substituant dans cetig formule les valeurs cos O'4-cosôs' 
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1 COS q COS P cos ; c, 1 -f* COS c = 3 COS * t > sin d sin C = 
sin c fin B =r a sin ^ c cos -, r sin B ; on aura 
cos J c -4- cos/» cos ^ 

* sin O sin 7 c sin B 

D’ailleurs dans le triangle rectangle B CD, on a encore 

. _ , , , cos-j c+cos» cos o 

sin A sm B=sin o,‘ donc cot 7» = : — : ; , < 

* sin 7 c sm 7 

on cos P cos 7 = cot I S sin 7 c sin 7 — cos 7c; c'est la rela- 
tion entre p et q qui doit déterminer la ligne sur laquelle 
sont situés tous les points C. 

Ayant prolongé IP d’une quantité PK=x, joignez KC 
et soit KC=^; dans le triangle PKC, où l’on a PC = 

7* — 7 et l’angle KPC=r«— le côté KC se trouvera 
par la formule cos KC:=rcosKPC sin PK sin PC cos PK 
cos PC , ou ** . 

* cos yr=:sin 7 oos a; — sin ;e cos 7 cos/» j 
dans laquelle substituant au lien de cos 7 cos p sa valeur 
cot-j-S sinT-csin 7 — cos 7 c, on aura 
cosjr = sin a; cos 7 c-f- sin 7 (cos x — sinarcot ^Ssin f c). 

De lé on voit que si l’on prend cos x— sin x rot 7 S sin 7 c=Oi 
on cot X =: cot 7 S sin ~ c , ou aura eus/- sin x cos -7 c , et 

ainsi la valeur de / deviendra constante. 

Donc si après avoir mené l’arc IP perpendiculaire sur le 
milieu de la base AB , on prend au-delà du pôle la partie 
PK telle que cot PK=rcot7 S sin 7 c, tous les sommets des 
triangles qui ont la même base c et la même surface S , ' 

seront situés sur le petit cercle décrit du point K comme 
pôle à la distance KC telle que cos KC=sin PK cos 7 e. 

Ce beau tbéoréme est dù à LezeH. (Voyez, le tome V, 
part. I des nova Jeta Petropolitana. J , 

NOTE XI. 

' * 

Sur la proposition III y livre VIII. 

Cette proposition peut être démontrée plus rigoureu- 
sement en la ramenant aux lemroes préliminaires, de la 
manière suivante. 

Je dis d’abord que la surface convexe terminée par les 
arêtes AF, BG, et par les arcs A «B, FxG, ne saurait fig. s 5 s' 
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,‘tre plu» petite que le rectangle ABGF . partie coireipon- 
ilante de la surface du jiriitne inscrit 

En effet , soit S la surface convexe dont il s’agit , et soit, 
s’il est possible , le rectangle ABGF on ABX AF=S-+-M, 

M étant une quantité positive. 

Prolonge* la hauteur AF du prisme et du cylindre jus- 
,|u à une distance AF' égale à n fois AP , n étant on 
nombre entier quelconque; si l’on prolonge en même temps 
le cylindre et le prisme, il est clair que la surface convexe 
.S' comprise entre les arêtes AF, BG', contiendra n fois la 
surface S de sorte qu’on aura S'—nS , et parce que 
n X AF = AF, on aura ABX AF=n S + nM = S'-+-u M. 
Or n étant un nombre entier à volonté et M une surface 
donnée, on peut prendre n de manière qu’on ait «M plu» 
grand que le double du segment AuB , puisqu’il suffit pour 

cela de faire donc alors le rectangle ABX AF' 

ou la surface plane ABG'F serait plu» grande que la sur- 
face enveloppante , composée de la surface convexe S et 
de deux segment» circulaire» égaux AuB, F'.r'G'. Or, au 
contraire , la seconde surface est plu» grande que la pre- 
mière, suivant le premier lemme préliminaire; donc, i on 
ne peut avoir S < ABGF. 

Je dis en second lieu que la même surface convexe S ne 
saurait être égale à celle du rectangle ABGF. Car suppo- 
sons, s'il est possible, qu’en prenant AE=AB, la sur- 
face convexe AMR soit égale au rectangle AFKE ; par un 
point quelconque M de l’arc AME, menex le» corde» AM , 
MF., et élevez MN perpendiculaire sur le plan de la base. 
Les trois rectangle» AMNF, MERN, AERF , ayant même 
hauteur, sont entre eux comme leur» base» AM, ME, AE. 
Or on a AM + MK> AE , donc la somme de» rectangle» 
AMNF, MERN est plu» grande que le rectangle AFRE. 
Celui-ci est équivalent par hypothèse à la surface convexe 
AMR , composée de» deux surface» partielle» AN , MR. 
Donc la somme de» rectangle» AMNF , MERN est plu» 
grande que la somme de» surface» convexe» correspondante» 
AN , MR. Donc il faudra que l’un au moins de» rectangles 
AMNF , MERN toit plu» grand que la surface convexe 
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(‘orrespondanCc. Cette conséquence est contraire à la ]>re- 

mière partie déjà démontrée. Donc, a“ la surface convexe ' ' . . . _ 

S ne saurait être égale i celle du rectangle correspondant 
ABGF. , ' 

Il suit de là qu’on a S > ABGF., et qu'ainsi la surfaVe , ' ' 

convexe du cylindre est plus grande que celle de tout 
prisme inscrit. 

Par un raisonnement absolument semblable, on prou- e 

vera que la surface convexe du cylindre est plus petite que 
celle de tout prisme circonscrit. 

NOTE XII. 

Sur l'égalité et la similitude des polyèdres. 

On trouve à la tète du XI” livre d'Euclide, les défini- 
tions g et to ainsi conçues ; 

g. Deux solûies sont semblables , lorsqu'ils sont compris 
sous _ un même nombre de plans semblables chacun à 
chacun. ' ... 

lo. Deux solides sont égaux et semblables. Lorsqu'ils • . 

sont compris sous un même nombre de plans égaux et 
semblables chacun à chacun. 

L'objet de ces définitions étant iin des i>oints les pins 
difficiles des éléments de géométrie, nous l’examinerons 
avec quelque détail, et nous discuterons en même tem|>s 
les remarques faites à ce sujet par Robert Simson dans son 
édition des éléments, pag. 388 et suiv. 

D'abord nous observerons avec Robert .Simson que la 
définition lo n’est pas proprement une définition , mais 
bien un théorème qu'il faudrait démontrer ; car il n’est 
pas évident que deux solides soient égaux par cela seul ' 

qu’ils ont h-s faces égales; et si cette ]iroposition est vraie, 
il faut la démontrer soit par la superposition, soit rie toute - ' 

autre manière. On voit ensuite que le vice de la défini- 
tion lo est commun à la définition g. Car, si la définition lo 
n’est pas démontrée , on pourra croire qu’il existe deux 
solides inég.-iux et dissemblables dont les faces sont égales; 

: mais alors, suivant la définition g , un troisième solide qui 
aurait les faces semblables à celles des deux premiers serait 
semblable à chacun d’eux , et ainsi serait semblable à deux 

. ■Jt. 
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rorps de différente forme, conclution qui implique contre- , 
diction , ou du moins qui ne s’accorde pas avec l’idée qu’on _ 
attache naturellement an mot semblable. 

Plusieurs propositions des XI* et XII* livre d’Euclide 
sont fondées sur les définitions 9 et 10, entre autres la 
projiosition XXVIII , livre XI , de laquelle dépend la me- 
' sure des prismes et des pyramides. Il semble donc qu’on 
pourrait reprocher aux éléments d’Euclide de contenir un 
assez grand nombre de propositions qui ne sont pas rigou- 
reusement démontrées. Mais il y a une circonstance qui 
sert à affaiblir cette inculpation , et qu'il ne faut pas 
. omettre. 

Les figures dont Euclide démontre l’égalité ou la simlll- 
. lude en se fondant sur les définitions 9 et 10, sont telles, 
que leurs angles solides n’assemblent pas plus de trois angles 
plans: or, si deux angles solides sont composés de trois 
angles plans égaux chacun à chacun, il est démontré assez 
clairement dans plusieurs endroits d’Euclide que ces angles 
solides sont égaux. D’un autre cété, si detix polyèdres ont 
les faces égales on semblables chacune à chacune', les angles 
jolides homologues seront composés d’un même nombre 
d'angles plans égaux , chacun à chacun. Donc , tant que les ' 
angles .plans ne sont pas en ]>lns grand nombre que trois - 
' dans chaque angle solide, il est clair que les angles solides 
homologues sont égaux. Mais , si les faces homologues sont 
égales et les angles solides homologues égaux , il n’y a plus 
de doute que les solides ne soient égaux ; car ils pourront 
être superposés , on au moins HS seront symmétriques l’un 
de l’autre. On voit donc que l’énoncé des définitions 9 et 
10 est vrai et admissible j au moins dans le cas des angles 
solides triples , qui est le seul dont Euclide ait fait usage. 

' Ainsi le reproche d’inexactitude qu’on pourrait faire à cet 
auteur , on à ses commentateurs, cesse d’étre aussi grave, 
et ne tombe plus que sur. des restrictious et des explications 
qu’il n’a pas données. 

'Il reste à examiner si l’énoncé de la définition 10, qui 
est vrai dans le cas des angles solides triples , est vrai en 
général. Robert Simson assure qu’il ne l’est pas , et qii'on . 
peut construire deux solides inégaux qui seront compris 
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tous un même nombre de faces égales chacune à cliacnne. 
Ilcitevê l’appui Je son assertion, un exemple qu’on peut 
généraliser ainsi. 

Si à un polyèdre quelconque on ajoute une pyramide, 
en lui donnant pour base une des faces du polyèdre; si en- 
suite, au lieu d’ajouter la'pyramide, on la retranche, en 
formant dans le polyèdre une ca-rité égale a la pyramide, 
on aura ainsi deux nouveaux solides qui auront les faces 
égales chacune à chacune, et cependant ces deux solides 
seront inégaux. 

Il n’y a aucun doute sur l’inégalité des deux solides 
ainsi construits; mais nous observerons que l’un de Mt 
solides contient des angles solides rentrants : or, il est 
plus que probable qu’Enclide a entendu exclure les corps 
irréguliers qui ont des cavités ou des angles solides ren- 
trants , et qu’il s’est borné aux polyèdres convexes. En 
admettant cette restriction, sans laquelle d’ailleurs d’autres 
propositions ne seraient pas vraies , l’exemple de Robert 
Simson ne conclut point contre la définition ou le théorème 
^d’Euclide. : 

Quoi qu’il en soit , il résulte de toutes ces observalionsque 
les définitions 9 et lod’Euclide ne peuvent être conservées 
telles qu’elles sont. Robert Simson supprime La définition 
des solides égaux , qui en effet ne doit trouver place qu<; 
|>anni les théorèmes; et il définit solides scnihlables ceux 
qui sont compris sous un même nombre de plans sembla- 
bles, et qui ont les angles solides égaux chacun à chacun. 
Cette définition est vraie , mais elle a l’inconvénient de 
contenir bien des conditions superflues. .Si on supprimait 
la condition des angles solides égaux, on retomberait dans 
l’énoncé d’Euclide, -qui est défectueux en ce qu’il suppose 
la démonstration du théorème sur les polyèdres égaux. 
Pour éviter tout embarras, nous avons cru à propos de 
diviser la définition des solides semblables en deux parties: 
d’abord nous avons donné la définition des pyramides 
triangulaires semblables , ensuite nous avons défini solides 
semblables ceux qui ont des bases semblables^ et dont les 
soiuinets homologues hors de ces bases sont déterminés par 
despyramides triangulaires semblables chacune à ch.icune. 
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Cette définition exige pour les bases, en les supposant 
triangulaires, deux conditions, et pour chacun des som- 
mets hors des bases , trois conditions i de sorte que , si S est 
le nombre des angles solides de chacun des polyèdres, la 
similitude de ces deux (mlyèdres exigera a-|-3(S — 3) 
angles égaux de part cl d’autre, ou 3 S — ^ conditions; 
et aucune de ces conditions n’est snperflue on comprise 
dans les autres. Car nous considérons ici deux polyèdres 
comme ayant simplement le même nombre de sommets ou. 
d'angles solides ; alors il faut rigoureusement , et sans en 
omettre une , les 3 S — 7 conditions pour que les deux 
solides soient semblables ; mais si on supposait avant Mut 
qu'ils sont ile la même espèce- l’un et l’autre, o’est-à-dire 
qu’ils ont un égal nombre de faces , et que ces faces compa- 
rées chacune à chacune ont un égal nombre de côtés , ccitc 
sup])ositiou renrcrnierait des conditions dans le cas où il 
y aurait des faces de plus de trois côtés, «I ces conditions 
diminueraient d'autant le nombre 3 -S— 7 , de sorte qu'au 
lieu de 3 S — 7 conditions il n’en faudrait plus que A — - i ; 
sur quoi voyez la note viii. On voit par là ce qui donne 
lien à la difGculté de poser une bonne déKiiilion des solides 
semblables ; c'est qu’on peut les considérer comme étant 
de la même espèce , ou seulement comme ayant un égal 
nombrcd'angles solides. Dans ce dernier cas toute difGculté 
est écartée, et il faut que les 3 S — 7 conditions renfermées 
dans la déGnition soient remplies toutes pour que les solides 
soient semblables, et on en conclura a plus forte raison 
qu’ils sont de la même espèce. Au reste, notre déGnition 
étant complète, nous en avons déduit comme théorème la 
déGnition de Robert Simson. 

On voit donc qu’il est possible de se passer, dans les élé- 
ments, du théorème concernant l'égalité' des polyèdres; 
mais, comme ce théorème est intéressant par lui-mème, ' 
on sera bien aise d'eu trouver ici la démonstration', qui 
servira à coraidéter la théorie des polyèdres ( 1 ). . .. 

.. ' 

(iJLa dcmoustnlioii que nuat donnons toi est, à qaelqnes dése- 
lopiiemrnls prée, U même que M. Cauchy > présentée à i'Inslila. 
en làia, cl qu'ri s decouverte en paruni de qnelqnee idéee qui 
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La question qu'il faut examiner, est de savoir si, en 
faisant varier les inclinaisons des plans qui com]>osent la 
surface d’un polyèdre convexe donné , on peut former un 
second polyèdre convexe, compris sous les mêmes plans 
polygonaux , assemblés entre eux dans le même ordre. 

Nous observerons d'abord que, s'il y a un second polyèdre 
qui satisfait i la question, ce ne (>eut pas être le polyèdre 
symmétrique du polyèdre donné , puisque dans ces deux 
polyèdres les plans égaux sont disposés dans un ordre in- 
verse autour des angles solides correspondants. Ainsi la 
considération des polyèdres symmétriques doit être en- 
tièrement écartée de l’objet dont nous nous occupons. 

Nous observerons, en second lieu, que si le polyèdre 
donné contient un on plusieurs angles solides triples, ces 
angles sont de leur nature invariables, puisque la connais- 
sance de trois angles plans suffit pour déterniiner les in- 
clinaisons mutuelles de ces plans , lorsqu'ils son! réunis en 
angle solide. Ou peut donc supprimer dans le solide pro- 
posé toutes les pyramides Iriangtdaires qui forment les 
angles solides triples (1); et si le nouveau polyèdre qui 
résulte de cette suppression , offre encore des angles solides 
triples , on pourra de même les supprimer, et ainsi succes- 
sivement , jusqu’à ce qu’on parvienne à un polyèdre dont 
totis les angles solides n'assemblent pas moins de quatre 
angles plans chacun. En effet, si le solide proposé peut 
changer de figure par des variations quelconques dans les 
inciinaisons de ses plans , ce changement ne peut avoir lieu 
sur les pyramides triangulaires retranchées, et il devra 
s’ojiérer tout entier sur le polyèdre restant après la sup- 
pression de toutes les pyramides triangulaires. Nous ne 
nous occuperons donc dans ce qui suit, que des polyèdres 
dont tous les angles solides^ assemblent au moins qitatri- 
angles plans. , 

Cela posé, soit S l'un quelconque des angles solides du 

avaient été proposées poar la même objet dans 1a première édition 
de ces Eléments, pog. 3x7 auiv. 

(v) Si nue même arête était commune i deux angles solidea triples, 
an ne snpprioiauit dons la première opération qa'nn de ces angles. 
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|iolyèitre, et soit décrit, du sommet S comme centre, une 
surface sphérique^ dont l’intersection avec les plans de 
l'angle solide formera le polygone sphérique ABCÜËF. Les 
c6tés de ce polygone AB , BC , etc. servent de mesure aux 
angles plans ASB, BSC, etc. et sont par conséquent inva- 
riables; quant aux angles A, B, C, etc. du polygone, cha- 
cun d’eux est la mesure de l’inclinaison de deux plans ad- 
jacents de l’angle solide : ainsi l’angle B est la mesure de 
l’inclinaison des plans ASB, SBC, que nous appellerons , . 
pour abréger , inclinaison sur l’ar&te SB ; de même l’angle C 
est la mesure de l'inclinaison sur l’aréte SC, et ainsi de 
suite. ' 

Nous pourrons donc juger des changements de ligure de 
chaque angle solide S, par ceux du polygone sphérique 
ABCDEF, dont les c6tés sont constants, et dont les angles 
varient d'une manière queleonque, pourvu que le polygone 
ne cesse pas d’étre convexe. Or , dans ces polygones , les 
signes des variations sur les angles offrent des lois assez 
remarquables , que nous allons exposer dans les deux 
lemnies suivants. 

» 

LEMMB 1. 


Tous les côtés' d'un polygone sphérique AB, BC, 
CD, DE, éteuit donnésy a F exception du dernier h.Y ^ 
si F on fait varier F un des angles B , C , D , E , opposés 
au côté AF, les autres étant constants, je dis que le 
côté AF augmentera si F angle augmente, et qu'U dimi- 
nuera si F angle diminue. Dans tous les cas , on suppose 
que le polygone est convexe avant et apres son change- 
ment de figure. 

Supposons d’abord qu’on fasse varier l’angle B , les trois 
autres C, D , E, étant constants, si l’on joint BF,Ia figure 
BLDËF n’éprouvera aucune variation, et BF sera constant. 
On aura donc un triangle sphérique ABF, dont les côtés 
AB , BF, sont constants , et dans lequel l’angle ABF .varie 
d’une même quantité que l’angle ABC du polygone, puisque 
la psulie ï'BC reste constante. Or, par les propriétés con- 
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nuet (t), on sait que le rAté AF augmentera si l’angle ABF 
augmente , et qu’il diminuera si l'angle ABF diminue. 

Supposons maintenant que l’angle C Tarie, les trois 
antres B, D, E, étant constants; si on tire les diagonales 
AC , FC , il est yisible que ces diagonales demeureront 
constantes, ainsi que les angles ACB, FCD; on aura donc 
encore un triangle sphérique ACF , dont les côtés AC , CF , 
sont constants, et dans lequel l'angle ACF varie de la même 
quantité que l’angle C du polygone; d'où l’on conclura de 
même que le côté AF augmentera si l'angle C augmente, 
et qu’il diminuera si l'angle C diminue. 

Il est évident que le même raisonnement peut s’appli- 
quer à la Variation de l’un ou l'autre des angles D et E, et 
qu’il aurait également lieu pour tout autre polygone sphé- 
rique de plus de trois côtés. Ainsi la conclusion sera , dans 
tous les cas , conforme à l’énoncé de la proposition , si tou- 
tefois le polygone est convexe avant et après son change- 
ment de ligure. Cette restriction est nécessaire , car si 
l’angle E , par exemple, diminuait jusqu’à ce que le point F 
tombât sur la diagonale AE, alors AF serait un minimum • 
-et si, à compter de ce point, on continuait de diminuer 
l’angle E, il est visible que le côté AF augmenterait au 
lieu de diminuer; mais, dans ce dernier cas, l’angle AFE 
deviendrait un angle rentrant , et le {lolygone cesserait 
d’être convexe. 

Corollaire. l.es mêmes choses étant posées , si plusieurs 
des angles opimsés au dernier côté AF augmentent , et 
qu’aucun d’eux ne diminue, le côté AF augmentera néces- 
sairement par l’effet de toutes les variations réunies. Le 
contraire aura lieu, si plusieurs des angles opposés au 
côté AF diminuent, et qu’aucun d'eux n'augmente. 

Car , si par l’effet de l’augmentation ou de la diminution 
simultanée, les angles A, B, C, etc. du polygone doivent 
être changés en A', B', C', etc. on pourra passer successive, 
ment du polygone proposé à celui qui ne contient qu'iiU 
angle varie A'; de celui-ci au polygone qui ne contient que 

< \ 

' (i) Cstle proposition te démontra da la même manière qne U 
ptopoailion X, lir, I, ponrlaa triauglet raotiligne#. •' " ' 
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les deux angles variés A' et B', et ainsi de suite. Or, dans 
chacun de ces passages, l’application de la proposition est 
manifeste, et conduit toujours au même résultat. 

A 

i L BM M E 1 1. 


Etant donné un polygone sphérique convexe dont les 
côtés sont constants, et qui en a plus de trois, si on fait 
varier les angles d'une manière quelconque, sans ce- 
pendant que le polygone cesse d’être convexe; si on met 
ensuite le signe au sommet de chaque angle qui 
augmente , le signe — au sommet de chaque angle qui 
diminue, et qu’on ne mette aucun signe aux angles qui 
demeurent constants ; je dis qu’eu Jaisant le tour du 
polygone, on devra trouver au moins quatre change^ 
ments de signe dun sommet au sommet suivant. 


tg. 


En effet, i° si n est le nombre des angles du polygone, 
il ne jwuirait y avoir n — a angles consécutifs, qui aug- 
mentent tons â-la-fois , ou dont les uns augmentent et les 
autres restent constants ; car si l'un ou Tautre de ces cas 
avait lieu, il s’ensuivrait, par le corollaire du lemme pré- 
cédent , que le côté du polygone qui est opposé à ces n — a 
angles, augmenterait; 'ce qui est contraire h l'hypothèse 
que tous tes côtés du polygone sont constants. Par une 
raison semblable , on ne pourra supposer que n — a angles 
consécutifs diminuent tous à-la-fois, on que quelques-uns 
diminuent, les antres restant constants. Donc, dans la série 
de n — a angles consécutifs, il devra y avoir au moins un 
ch.ingement de signe ; à plus forte raison ce changement 
devra-t-il être observé dans la série des n angles consécu- 
tifs , lorsqu’on fera le tour entier du polygone. 

a" Les variations dans les angles du polygone ne peuvent' 
être telles , qu’elles offrent seulement une série de signes-f- ,’ 
et une de signes de sorte qu'il n’y ait que deux change- 
ments de signe dans le tour entier du polygone. 

Car soient, par exemple. A, B, C, les trois angles màr- 
qués du signe -f , et D, E, F, G, les quatre marqué* du 
signe — (cette hypothèse comprend celle où il y aurait un 
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nombre de signes moindre dans chaque série, à raison de 
l'invariabilité de quelques angles). Si la figure représente 
l'état initial du polygone, la diagonale GU devra augmen- 
ter lorsqu'on augmentera tous les angles A, B, C, ou seule- 
ment quelques-uns d'eux; mais la même diagonale GD, 
comme appartenant au polygone GFKD , dont les autres 
côtés sont constants, devra diminuer en même temps que 
les angles F et U, on au moins rester constante, si des 
quatre augles U, Ë, F, G, il n’y a que D et 0, ou seule- 
ment l’un d’eux qui diminue ; donc l’hypothèse dont il 
s’agit ne saurait avoir lieu; donc la variation des angles 
ne peut être telle, qu'elle offre seulement deux séries, l'une 
de signes -J- , l’antre de signes — . 

3° Il est encore im|>ossible qu'en faisant le tour du poly. 
gone, on ne trouve que trois séries alternatives de signes -f- 
et de signes — ; car, dans celte hypothèse, la première et 
la troisième série seraient de même signe, et se suivraient 
immédiatement, de sorte qu’elles ne formeraient qu’une 
seule séné; d’où l’on voit qu’il n’y aurait réellement dans 
le tour du polygone que deux séries, l’une de signes -4~i 
l’autre de signes — ; ce que nous avons démontré impos- 
sible. 

Donc enfin , les changements de signe qu’on trouvera 
en faisant le tour du polygone, doivent être au moins au 
nombre de quatre. 

Corollaire. Ce que nous venons de démontrer pour les 
polygones sphériques, s’applique immédiatementaux angles 
solides dont ces polygones sont la mesure. Ainsi, étant 
donné un angle solide convexe , qui assemble plus de trois 
angies plans, si on fait varier les inclinaisons sur les arêtes 
d'une manière quelconque , telle cependant que C angle 
solide ne cesse pas d'être convexe ; si ensuite on met le 
signe -|- ou le signe — sur chaque arête, selon que t in- 
clinaison sur cette arête augmente ou diminue , et qu on 
ne marque d'aucun signe les arêtes sur lesquelles l'incli- 
naison leste constante , je dit qu 'en faisant le tour de 
t angle solide, on devra trouver au m^,ins quatre change- 
ments de signe dune arête à Ut suivanu . 

*t Au moyen de celte proposition Cl du théorème d’Ëuler 
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?• inr let polyeitres *, nous pouvons maintenant démontrer 
. le théorème suivant dans toute sa généralité. 

thbobÉbie. 

Etant donné un polj-èdre convexe y' dont tous let 
angles solides assemblent plus di trois angles plans, il 
est impossible défaire varier les inclinaisons des plans 
de ce solide , de manière à produire un second polyèdre, 
qui serait formé avec les mêmes plans disposés entre eux 
de la même manière que dans le polyèdre donné. 

Pour démontrer cette proposition, il faut distinguer 
deux cas, selon qu on fait varier les inclinaisons sur toutes' 
les arêtes , ou seulement quelques-unes de ces inclinaisons. 

Premier cas. C' * 

.Supposons qu'on fasse varier à-la-fois les indincisons 
sur toutes les arêtes , et soit lî le nombre total des chan^: ' 
gemenU de signe qu’on trouvera d’une arête à la suivante, 
en faisant le tour de chaque angle solide. • 

On a vu dans le lemme II, que le nombre des change- 
ments de signe ne peut être moindre que quatre ootir 
chaque angle solide. 

Donc si on appelle S le nombre des angles solides, on 
aura N > 4S, le signe > n’excluant pas l’êgalifé. 

J’observe maintenant que deux arêtes conscentives d’urt 
. angle solide appartiennent toujours à une face du polyèdre,' 
et n’appartiennent qu’à une seule; donc le nombre total des 
changements de signe observés sur les arêtes conséenirves 
de chaque angle solide, doit être égal au nombre total de ‘ 
changements de signe observés sur les cotés consécutifs de 
chaque face; car il n’est aucun changement de signe dans 
un système qui ne réponde à un pareil changement dans 
'autre. - 

. Or , pour chaque face triangulaire , le nombre des chan- 
gements de signe ne peut être plus grand que deux ; car en 

faisant rentrer sur elle même la suite H f-, ou la suite 

n’oljticnl que deux changements désigné. 
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Pour chaque face quadrangulaire, le nombre des chan- 
gements de signe est de quatre an plus , ce qui est (‘TÎdent, 
Kn g^éral , si le nombre des côtés d’une face est pair, 
= an, le plus grand nombre des changements de signe 
qu’on puisse trourer en faisant le tour des côtés, est an; 
ce qui aura lieu lorsque les cAt^s portent alternativement 
les signes + et — . 

Mais si le nombre des côtés d’une face est impair, 
= an-|-i, le plus grand nombre des changements de 
signe sera a/i seulement, parce qu’en donnant alternati- 
vement aux côtés Tes signes -+- et — , le premier et le der- 
nier auront nécessairement le même signe; ce qui fait un 
changement de moins qu’il n’j a de côtés. 

Cela posé, soit a le nombre des triangles, ô le nombre 
des quadrilatères, c le nombre des pentagones, etc. qui 
composent la surface du polyèdre donné, il résulte de ce 
qu’on vient de dire, que le nombre total des changements 
de signe observés en faisant le tour de chaque face, ne 
pourra excéder aa sur les faces triangulaires, 4 ô sur les 
faces de quatre côtés , 4 c sur celles de cinq côtés , 6 </ sur 
celles de six côtés. Donc on aura : 

N< aa -I- 4ô -t- 4c-l- 6d-f- 6e-t- 8/-^ 8g- -f- etc. 
Soit A le nombre des arêtes du polyèdre, et H celui de ses 
faces , on aura : 

aA = 3a+ 4ô-f- 5c -4-6rf-4- yc-f- 8/-t- 8g -+- etc. 

H= a + 6 + c-t-d-he-i-y+g-h etc. 

Mais, suivant le théorème d’Euler, S -f- H = A -|- a ; donc 
4S = 8-|- 4A — 4H,eten faisant les s'ubstitutions : 

, 4S= 8 -I- aa 4ô 6c 8rf + loe -1- etc. 
Comparant cette valeur i la limite trouvée ci-dessus, on 
en tire : 

N < 4 S — 8. 

Mais on ne saurait avoir à-la-fois N>4SetIT<4S — 8; 
donc il est impossible que les inclinaisons sur les arêtes du 
polyèdre varient toutes à-la -fois, sans détruire la cohé- 
rence des plans qui forment la surface du polyèdre. 

> 

Second cas. 

Supposons maintenant que les inclinaisons sur les arêtes 
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ne varient pas toutes i-la-fois , et qu’il y en ait quelques- 
unes qui demeurent constantes. 

Soit Fl une de ces arêtes, on pourra imaginer qu’elle 
soit supprimée, et que les deux faces adjacentes FIG, 
EFIH, se réunissent en une seule non plane terminée * 
par le contour de forme invariable ËFGIH. Appelons S', H' 
et A' ce que deviennent les nombres S, H et A, après la 
suppression d’une arête , nous aurons H' r= U — i , et 
A' = A — I ; d’ailleurs on a S' =: S, puisque le nombre 
■ des angles solides est le même dans les deux solides ; 
donc on aura S' + H' — A' S -f- H — A = a. D'où l’on 
voit que le théorème d'Euler a encore lieu dans le nouveau 
solide qui contient une arête de moins , et une face de 
moins, puisque deux faces se sont réunies en une seule 
non plane. 

Si de ce second solide on retranche encore l’une des 
arêtes sur lesquelles l’inclinaison reste invariable, la sup- 
pression de cette arête occasionera de nouveau la réunion 
de deux faces contiguës en une seule; et on prouvera de 
même que le théorème d’Euler a encore lieu dans le troi- 
sième solide qui résulte de la suppression de deux arêtes. 

On peut continuer à supprimer tant d’arêtes qu’on vou- 
dra, pourvu que eette suppression n’enlraine celle d’aucun 
angle solide ; et le théorème d’Euler aura toujours lieu dans • 
le solide restant: c’est aussi ce qu’on peut voir directement "• 
et généralement, en examinant la démonstration que nous 
avons donnée du théorème d’Euler; en effet, cette démons- 
tration ne suppose pas que les faces du polyèdre sont 
planes ; elle aurait également lieu , quand même ces faces 
seraient terminées par des contours non situés dans les , 
mêmes plans; elle suppose seulement que chaque contour 
soit représenté, suivant notre construction, par un poly- 
gone sphérique, et que la somme des surfaces de ces poly-, 
gones soit égale à la surface de la sphère. Et il n’est pas 
même nécessaire que tous ces polygones soient convexes ; 
il suffit que chacun d’eux puisse être regardé comme la 
Somme de plusieurs jmlygoncs convexes ; ce qui arrivera 
toujours, lorsque, par la suppression de plusieurs arêtes 
appartenant au polyèdre donné , plusieurs faces planes sa 
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finiront en une feole non plane} car alors le polygone 
sphérique qni représente celle-ci, sera composé de la somme 
des polygones sphériques conrexes qui représentaient les 
. faces planes supprimées. 

Venons maintenant au cas où la suppression des arêtes 
snr lesquelles l'inclinaison ne varie pas , entraîne celle d’un 
ou de plusieurs angles solides, soit parce que les inclinai- 
^ sons sur toutes les arêtes, dans chacun de ces angles, sont 
invariables, soit parce que ces inclinaisons ne pourraient 
varier que sur trois arêtes seulement, et qu'alors elles 
seraient uéeessairement constantes. 

Supposons d’abord qu’on ne supprime qu’un angle 
solide, et soit m le nombre des faces de cet angle, on le 
nombre d’arêtes qui aboutissent à son sommet. En sup- 
primant l’angle solide dont il s’agit , on supprimera en 
même temps m arêtes, et les tn faces formant l’angle solide 
se réduiront à une seule; donc, si on appelle S', A', H', ce 
que deviennent les nombres S, A, H, après la suppression 
d’un angle solide, on aura S' = S — i,A' = A — m, 
H' = H — (m— I). De là on tireS'-J-U’ — A'z=S-HH— 
Ar=a;doncle théorème d'Euler a encore lieu dans le 
nouveau solide. 

Il est clair maintenant qu’on peut supprimer tant d’angles 
solides qu’on voudra du polyèdre donné, et que le théorème 
d’Euler aura toujours lieu dans le polyèdre restant ; car en 
supprimant les angles solides un à un, on a successivement 
différents polyèdres , dont deux consécutifs rentrent dans 
le ras que nous venons d’examiner. 

Donc en général, si du polyèdre proposé on supprime 
toutes les arêtes sur lesquelles l’inclinaison ne varie pas ; 
suit que par cette suppression le nombre des angles solides 
reste le même, ou qu'il devienne moindre, le polyèdre res- 
tant satisfera toujours au théorème d’Euler, c’est-à-dire 
qu’en appelant t, A, a , les quantités qui pour ce polyèdre 
correspondent aux quantités S, H, A, du polyèdre pro- 
posé , on aura s-4-A — o=S-|-H — A=a. 

Mais dans ce dernier solide, les inclinaisons sur les arêtes 
devront varier toutes à-la-fois, puisqu'on a supprimé toutes 
‘ les arêtes sur lesquelles l’indinaison ne varie pas ; donc ce 
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solide rentre dans le premier cas ; donc la variation simult 
laïu'o de toutes ces inclinaisons ne saurait avoir lieu sans 
dénaturer le solide. 

Donc enfin un polyèdre convexe quelconque ne peut être * 
changé en un antre polyèdre convexe qui serait compris 
sous les mêmes plana polygonaux , et disposés dans le même ' • 
ordre les uns à l’égard des antres. 


Pllf DBS BOTES. 
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TRIGONOMÉTRIE. 


La Trigonoraëtrie a pour objet de résoudre les tri* 
angles, c’est-à-dire, de déterminer leurs angles et. 
' leurs côtés par le moyen d’un nombre de données 
suffisant. 

Dans les triangles rectilignes il suffit de connaître 
trois des six parties qui les composent, pourvu que 
parmi ces parties il y ait un côté. Car si on ne donnait 
que les trois angles, il est visible que tous les triangles 
semblables satisferaient à la question . 

Dans les triangles sphériques trois données quel- 
conques , angles ou côtés , suffisent toujours pour dé- 
terminer le triangle, parce que dans ces sortes de tri- 
angles on ne considère pas la grandeur absolue des 
côtés, mais seulement leur rapport avec le quadrant 
ou le nombre de degrés qu’ils contiennent. 

Dans les problèmes annexés au livre II, on a déjà 
vu comment les triangles rectilignes se construisent 
au moyen de trois parties données ; les proposi- 
tions XXIV et XXV du livre V donnent ég.alement' 
une idée des constructions par lesquelles on pourrait 
résoudre les cas analogues des triangles sphériques. 
Mais ces constructions , qui sont exactes en théorie , 
ne donneraient qu’une médiocre approximation dans 
la pratique ( i ) , à cause de l’imperfection des instni- 

(i) Il faut distinguer en elTet les figures qui ne serrent qu'à 
diriger le raisonnement ponr la démonstration d’un théorème ou 

aa 
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ments dont elles exigent l’eiaploi : on les appelle des 
méthodes graphiques. Les méthodes trigonométriques, 
uu contraire, indépendantes de toute opération mé*'' 
«anique, donnent les solutions avec tout le degré 
d’exactitude qu’on peut desirer : elles sont fondées " , 
sur les propriétés des lignes appelées sinUs , cofiaus , 
tangentes , etc. , au moyen desquelles on est parvenu 
à exprimer d’une manière très-simple les relations qui 
existent entre les côtés et les angles des triangles. ' 

Nous allons d’abord exposer les propriétés de ces 
lignes et les principales fonnules qui en résultent | 
formules qui sont d’un grand usagti dans toutes les 
parties des mathématiques , et qui fournissent même 
à l’analyse algébrique des moyens de perfection- 
nement. Nous les appliquerons ensuite à la résolu- 
tion des triangles rectilignes et à celle des tiiat^leg 
sphériques. 

Division de la Circonférence. 

I . Jusqu’à ces derniers temps les géomètres s’étaient 
accordés à diviser la circonférence en 36o parties 
égales appelées degrés , le degré en 6o minutes, la 
minute en 6o secondes, etc. Ce mode présentait 
quelques facilités dans la pratique , à cause du grand 
nombre de diviseurs de 6o et de 36o : mais il éuit 
réellement sujet à l'inconvénient des nombres com- 
plexes , et il nuisait souvent à la rapidité du calcul. 

Les savants , à qui on doit l’invention du nouveau 
système des poids et mesures , ont pensé qu’il y aurait 
un grand avantage à introduire la division décimale 
dans la mesure des angles. En conséquence ils ont 

U solution d'un problème , des ligures que l’on construit pour 
connaître quelques-unes de leurs dimensions. Les premières sont 
toujours supposées exactes ; les secondes , si elles ne sont pas 
tracées exactement , donneront des résultats fautifs. 


Digitized b 


tRioonollÉtktBi 33(^ 

regardé comme unité principale le quart de circon* 
fërence ou le quadrant, mesure de l’angle droit, et 
ils ont divisé cette unité en loo parties égales appe- 
lées degrés, le degré en loo minutes , et la minute en 
loo secondes. 

Nous emploierons désormais la nouvelle division 
ou la division décimale de la circonférence; ce-'* 
pendant comme les tables trigonométriques, calculées 
suivant cette division , ne sont pas encore assea gé- 
néralement répandues, nous aurons soin d'ajouter 
dans les exemples , les résultats que donnent les cal- 
culs faits suivant l’ancienne division , ou la division 
sexagésimale de la circonférence. La différence ne 
tombe jamais sur la valeur des côtés, mais seulement 
sur la valeur ou plutôt sur l'expression en degrés des 
angles et des arcs. ' 

II. Les degrés , minutes et secondes se désignent 
respectivement par les caractères®, : ainsi l’ex- 
pression i 6 ® 6 ' yS" représente un arc ou un angle de 
i 6 degrés 6 minutes 75 secondes. Si on rapportait ce 
même arc au quadrant pris pour unité, il s’expri- 
merait par o, 160675. On voit en même temps que 
l’angle mesuré par* cet arc, est à l’angle droit 
160675 ; 1000000, rapport qu’on ne déduirait pas 
aussi facilement des expressions données par l’an- 
cienne division de la circonférence. 

Les arcs et les angles sont exprimés indistinc- 
tement dans le calcul par des nombres de degrés, 
minutes et secondes. Ainsi nous désignerons l’angle 
droit ou le quadrant par loO", deux angles droits 
mi la demi - circonférence par aoo®, quatre angles 
droits ou la circonférence entière par 4oo®; ainsi de 
suite. 

III. Le complément d’un angle ou d’un arc est ce 
qui resté en retranchant cet angle ou cet arc de 100. 
Ainsi un angle de a 5 ® 40' s pour complément, 

33 . 
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74° 60' ; un angle de ia° 4 ' 62" a pour complément, 
870 95' 38 ". 

En général, A étant un angle ou un arc quelcon* 
que, 100“ — A est le complément de cet angle ou de 
cet arc. D'où l’on voit que, si l’angle ou l’arc dont il 
s’agit est plus grand que ioo“,son complément sera 
négatif. C’est ainsi que le complément de 160° 84 * lo* 
est — Go'» 84' 10". Dans ce cas, le complément, pris 
positivement , serait la quantité qu’il faudrait retran- 
cher de l'angle ou de l’arc donné, pour que le reste 
fût égal à loo’’. 

Les deux angles aigus d’un triangle rectangle valent 
ensemble un angle droit : ils sont donc compléments 
l’un de l’autre. 

IV. Le supplément d’un angle ou d’un arc est ce 
qui reste en ôtant cet angle ou cet arc de aoo», valeur 
de deux angles droits ou d’une demi-circonférence. , 
Ainsi A étant un angle ou un arc quelconque, 
aoo" — A est son supplément. 

Dans tout triangle, un angle est le supplément de 
la somme des deux autres , puisque les trois ensemble .> 
font 200°. 

Les angles des triangles, tant rectilignes que sphé- 
riques , et les côtés de ces derniers , ont toujours leurs , 
suppléments positifs ; car ils sont toujours moindres 
que 200“. 

Notions générales sur les sinus, cosinus, 

, * tangentes, etc. 

V. Le sinus de l’arc AM , ou de l’angle ACM , est 
la perpendiculaire MP abaissée d’une extrémité de 
l’arc sur le diamètre qui passe par l’autre extrémité. 

Si à l’extrémité du rayon CA on mène la perpen- 
diculaire AT jusqu’à la rencontre du rayon CM pro- 
longé, la ligne AT, ainsi terminée , s’appelle la tan- 
gente, et CT la sécatUe de l’arc AM ou de l’angle ACM . ‘ 
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Ces trois lignes MP, AT, CT, dépendantes de 
l’arc AM, et toujours déterminées par l’arc AM et 
le rayon , se désignent ainsi : MP = sin AM , ou 
sin ACM, AT = fan^ AM, ou tanff ACM TC, = 
séc AM, ou séc ACM. 

VI. Ayant pris l’arc AD égal à un quadrant, si 
des points M et D on mène les lignes M Q , D S 
perpendiculaires au rayon CD, l’une terminée à ce 
rayon , l’autre terminée au rayon C M prolongé ; les 
lignes MQ , DS et CS seront pareillement les sinus ^ 
tangente et sécante de l’arc MD, complément de 
AM. On les appelle, pour abréger , les cosinus, cotan- 
gente et cosécante de l’arc AM, et on les désigne 
ainsi : MQ = cos AM , ou cos ACM , DS = cot AM , 
ou cot ACM , CS = coséc AM , ou coséc ACM. En 
général , A étant un arc ou un angle quelconque , on a 
cos A.=sin ( ioo° — A ) , cot A= tang ( loo® — A) , 
coséc A = séc ( loo" — A). 

Le triangle MQC est, par construction, égal au 
triangle CPM, ainsi on a CP = MQ; donc dans le 
.triangle rectangle CMP , dont l’hypoténuse est égale 
au rayon , les deux côtés MP , CP sont le sinus et le 
cosinus de l’arc AM. Quant aux triangles CAT , CDS, 
ils sont semblables aux triangles égaux CPM , CQM , 
et ainsi ils sont semblaliles entre eux. De là nous 
déduirons bientôt les différents rapports qui existent 
entre les lignes que nous venons de définir ; mais au- 
paravant il faut voir quelle est la marche progressive 
de ces mêmes lignes , lorsque l’arc auquel elles se 
rapportent augmente depuis zéro jusqu’à aoo°. 

VII. Supposons qu’une extrémité de l’arc demeure 
fixe en A , et que l’autre extrémité , marquée M , par- 
coure successivement toute l’étendue de la demi, 
circonférence depuis A jusqu’en B dans le sens ADB. 

Ixirsque le point M est réuni en A, ou lorsque 
l’arc AM est zéro, les trois points T , M , P , se con- 
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fonilent avec le point A ; d’où l’on voit que le sinus 
et la tangente d’un arc zéro sont zéro , et que le 
cosinus de ce même arc est égal au rayon , ainsi que 
sa sécante. Donc en désignant par R le rayon «lu 
cercle, on aura 

sùi o=o,iang 0 = 0 . coio=rR, séco = R. 

VIII. A mesure que le point M s’avance vers I), 
le sinus augmente, ainsi que la tangente et la sé- 
cante; mais le cosinus, la cotangente et la cosécante 
diminuent. 

Lorsque le point M se trouve au milieu de AD, 
ou lorsque l’arc AM est de 5o“, ainsi que son com- 
plément MD, le sinus MP est égal au cosinus MQ 
ou CP , et le triangle CMP , devenu isoscèle , donne 
la proportion MP ; CM :: i : a, ou si/i So" : R :: • 

n 

I : l/a. Donc sin 5o“ = cos 5o®= =^R \/a. Dans 

v/a * 

ce même cas le triangle CAT devient isoscèle et égal 
au triangle CDS ; d’où l’on voit «|ue la tangente de 
5o®et sa cotangentc sont toutes deux égales au rayon , 
et qu’ainsi on a tang 5o° — cot 5o“ = R. 

IX. L’arc AM continuant d’augmenter, le sinus 
augmente jusqu’à ce que le point M soit parvenu en 
D : alors le sinus est égal au rayon, et le cosinus est 
zéro. On a donc«n ioo“ = R et cos ioo®=o ;et l’on 
peut remarfjuer que ces valeurs sont une suite de 
celles que nous avons trouvées pour les sinus et 
cosinus de l’arc zéro ; «T.nr le complément «le io«i* 
étant zéro, on a .«'// ioo“= cos o"= R etco.« ioo“^‘ 
sîn o“ = O. 

Quant à la tangente, elle augmente d’une manière 
très-rapide à mesure que le point M s’approche de 
D ; et enfin lorsqu’il est parvenu en D , il n’existe 
plus proprement de tangente, parce que les lignes 
AF, CD, étant parallèles , ne peuvent se rencontrer. 
C’est ce qu’on exprime en disant que la tangente de 
ioo“ est infinie, et on écrit long ioo”= 8. 
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Le complément de 100“ étant zéro, on a long 0 = 
eot 100° et cot O = t€uig loo". Donc cot o =00 et 
COt lOQO — O. 

. X. Le point M continuant à avancer de D vers B, 
les sinus diminuent et les cosinus augmentent. Ainsi 
on voit que l’arc AJVI' a pour sinus M' P', et pour 
cosinus M'Q ou CP'. Mais l’arc M'B est supplément 
de AM', puisque AM'-{- M'B est égal à une demi- 
circonférence ; d’ailleiuY si l’on mène M'M parallèle 
à AB, il est clair que les arcs AM, BM', compris 
entre parallèles, seront égaux, ainsi que les perpen- 
diculaires ou sinus MP, M'P'. Donc le sinus d’un arc 
ou d’un angle est égal au sinus du supplément de 
cet arc ou de cet angle. 

L’arc ou l’angle A a pour supplément a 00° — A: 
ainsi on a en général 

sin A —sin ( aoo": — A ). 

La même propriété s’exprimerait aussi par l’équation 
sin ( 100“ -J- B ) = sin ( 100® — B ) , B étant l’arc DM 
ou son égal DM'. 

. XI. Les mêmes arcs AM ' , AM, qui sônt supplé- 
ments l’un de l’autre, et qui ont des sinus égauxi 
ont aussi les cosinus égaux CP', CP ; mais il faut 
observer que ces cosinus sont dirigés dans des sens 
différents. Cette différence de situation s’exprime- 
dans le calcul par l’opposition des signes : de sorte 
que si on regarde comme positifs , ou affectés du 
signe +, les cosinus des arcs moindres que 100°, il 
faudra regarder comme négatifs ou affectés du signe 
— , les cosinus des arcs plus grands que 100®. On aura < 
donc en général' 

cojA = — cos (200® — A), 
ou cos ( 100° -I- B ) =— cos ( 100® — B ) ; c’est-à-dire 
que le cosinus d'un arc ou d’un angle plus grand que 
loo" est égal au cosinus de son supplément , pris 
oégaiioement. 
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Le complément d'un arc plus grand que loo** 
étant négatif * , il n’est pas étonnant que le sinus de 
ce complément soit négatif ; niais pour rendre cette 
vérité encore plus palpable, cherchons l’expression > 
de la distance du point A à la perpendiculaire MP. 

Si on fait l’arc AM = a;, on aura CP = coj .r, et la • 
distance cherchée AP = R — cos x. La même for- 
mule doit exprimer la distance du point A à la ' 
droite MP, quelle que soit la grandeur de l’arc AM, 
dont l’origine est au point A. Supposons donc que le ' 
point M vienne en M', en sorte que x désigne l’arc 
AM', on aura encore en ce point AP' = R — cos xf 
donc cos X = R — AP'= AC— AP'= — CP'{ ce qui 
fait voir que cos x est alors négatif ; et parce que 
CP' =CP = COJ ( aoo“ — x),onacojX“- — coj < 

(aoo“ — X ) , comme on l’a déjà trouvé. 

On voit par-là qu’un angle obtus a le même sinus 
et le même cosinus que l’angle aigu qui lui sert de 
supplément, avec cette seule différence que le cosinus 
de l’angle obtus doit être affecté du signe — .'Ainsi 
on a sin i5o® = jm5o® = ^ R|/^a, et coj i5o”= — 

COJ 5o°= — ^Ri/a. ‘ . ■ 

Quant à l’arc ADR égal à la demi -circonférence,' 
son sinus est zéro, et son cosinus est égal au rayon 
pris négativement ; on a donc sût aoo"=;o , et cos aoo" 

■ — R. C’est aussi ce que donneraient les formules 
sin A =sin aoo“ — A) , et cos A.= — cos (aoo“ — A ) , 
en y faisant A = aoo“. 

XII. Examinons maintenant ce que devient la 
tangente d’un arc AM' plus grand que ioo°. Suivant 
La définition , elle doit être déterminée par le con- 
cours des lignes AT, CM'. Ces lignes ne se rencon- 
trent point dans le sens AT, mais elles se rencontrent 
dans le sens opposé AV ; d’où l’on voit que la tan- 
gente d'un arc plus grand que loo" est négative. 
D’ailleurs , si on observe que AV est la tangente de 
l’arc AK supplément de AM' (puisque NAM' est une 
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iierai*circonférence ) , on en conclura que la tangente 
d’un arc ou d’un angle plus grand que 100° est égale 
à celle de son supplément, prise négativement , de 
'sorte qu’on a 

tang A = — tang ( 200'’ — A ) 

11 en est de même de ta cotangente représenta 
par DS', laquelle est égale, et en sens contraire à 
DS GOtangente de AM. On a donc aussi 
cüt K — — cor (200“ — A). 

Les tangentes et les cotangentes sont donc négatives 1 
ainsi que les cosinus, depuis 100° ju.squ’à 200°. Et, 
dans cette dernière limite , on a tang 200° = o et cot 
200**= — coro=— 00. 

XIII. Dans la trigonométrie il n'y a pas lieu de consi- 
dérer les sinus , cosinus , etc. , des arcs ou des angles plus 
grands que aoo°; car c’est toujours entre o et 200° que sont 
compris les angles des triangles tant rectilignes que splié- 
riques , et les côtés de ces derniers. Mais dans diverses 
applications de la géométrie , il n’est pas rare de considérer 
des arcs plus grands que la demi-circonférence, et môme 
des arcs comprenant plusieurs circonférences. Il est donc 
nécessaire de trouver l’expression des sinus et cosinus de 
ces arcs , quelle que soit leur grandeur. 

Observons d’abord que deux arcs égaux et de signes 
contraires AM , AN , ont des sinus égaux et de signes' 
' contraires MP , PN , tandis que le cosinus CP est le ménti. 
.pour l’un et pour l’autre. On a donc en général 
sin ( — .r)=r — sta .r 
coy( — jr)z=:enjx, 

formules qui serviront à exprimer les sinus et cosinus des 
arcs négatifs. 

Dc]iuis 0° jusqu’à aoo” les sinus sont toujours posiiifsi 
parce qu’ils sont situés d’un môme côté du diamètre A 0 > 
depuis 2oo“jusqu’à 4 oo®lcs sinus sont négatifs, parce ([u’ils 
sont situés de l’autre côté de ce diamètre. Soit ABN' = .r 
un arc pins grand que 200°, son sinus P'N' est égal à PM 
sinus del’arc AM rrx — 200“; donc on a en général 
' ^ sin .rr:;z — sin{x — 200”). 
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Cette formule donnerait les sinus entre aoo** et 4 ob° au 
moyen des sinus entre o° et aoo° ; elle donne en particulier 
fin 4oo° =— rûi aoo° = Oi il est évident en effet que si 
un arc est égal à la circonférence entière, les deux extré-, 
mités se confondent en un meme point, et le sinus se réduit 
à zéro. 

* • ' ■ * 

11 n'est pas moins évident que , si à un arc quelconque 
AM on ajoute une ou plusieurs circonférences , on retom- 
bera exactement sur le point M , et l’arc ainsi augmenté 
aura le même sinus que l’arc AM ; donc si C désigne une 
circonférence entière ou 400® , on aura 

sin X = sin {C+x)=.iin ( a C-i-.r )=»in ( 3 C f-a.-) etc. 

La même chose aurait lieu pour les cosinus , tangente, etc. 

- -f Maintenant, quel que soit l’arc proposé a; , il est facile de 
voir que son sinus pourra toujours s’exprimer, avec un 
signe convenable, par le sinus d’un arc moindre que 100°. , 
Car d’abord on peut retrancher de l’arc x autant de fois 
400 ® qn’lls peuvent y être contenus; soit le reste jr, on 
aura fin J-z=.tin y. Ensuite si y est plus grand que aoo® , on 
fera j^=aoo®-l-s, et on aura siny — — stnz. Tous les cas 
t'sont donc réduits à celui où l’arc proposé est moindre 
que aoo®, et comme d’ailleurs on a tin (ioo®-l-x) = 
tin (100° — x) ,il est clair qu'ils se réduisent ultérieurement 
, au cas où l’arc proposé est entre zéro et 1 00®. 

XIV. Les cosinus se réduisent toujours aux sinus en vertu 
de la formule co.t A = stn { 100® — A), ou, si l’on veut, 
de la formule cor K = sin (100® + A); ainsi, sachant éva- 
luer les sinus dans tous les cas possibles , on saura de même 
évaluer les cosinus. Au reste, on voit directement parla, 
figure que les cosinus négatifs sont séparés des cosinus po- 
sitifs par le diamètre DE, en sorte que tons les arcs dont 
l’extrémité tombe 4 gauche de DE ont un cosinus positif, 
tandis que ceux dont l’extrémité tombe à droite ont un 
cosinus négatif. 

Ainsi de o°à ioo®les cosinus sont positifs, de iuo®à Boq** 
ils sont négatifs, de 3 oo® à 400" ils redeviennent positifs; 
et apres une révolution entière, ils prennent les mêmes 
valeurs que dans la révolution précédente, car on a aussi- 
cor (4oo®-|-x)“cor X. 
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D'après ces explications, U est aisé de voir que les sinus 
et cosipus des arcs multiples du quadrant , ont les valeurs 
suivantes : 

* ~ “ cos ioo“=o 

cos 3 oo“=o 
cos Sno^zTO 
cos 700“= O 
cos 90o®= 6 
etc. 


sin o®=o 

sin 100® = R 

cos o®isR 

sin ïoo®=o 

sin 3 oo®= — R 

eos aoo®=— R 

sin lJoo"=:o 

sin 5 oo®z=R 

cos 400® =R 

sin 6oo®=o 

sin 700“=— R 

cox6oo*= — R 

sin 800® =0 

sin goo® = R 

cos 800® = R 

' etc. 

etc. 

etc. 

En général 
anra : 

i désignant un 

lombrc entier qu 

sin ai. 100® 

= o, . 

cos (ai -f- I ) . 

tin (4 i-l- I ) . 100® rr: R 

cos 4 i . 100® = 

XM ( 4 i — i). 100® = — R 

cos (4 i -1- a ) . 


Ce que nous venons de dire des sinus et cosinus nous dis- 
pense d’entrer dans aucun détail particulier sur les tangen- 
tes, cotangentes, etc., des arcs plus grands que aoo**; car les 
valeurs de ces quantités et leurs signes sont toujours faciles 
g déduire decellesdes sinus et cosinus des mêmes arcs, ainsi 
qu’on le verra par les formules que nous allons exposer. 

7 héorémej et formules concernant les sinus , 
cosinus, tangentes, etc. 

XV. Le sinus d'un arc est la moitié de la corde 
qui sous- tend un arc double. 

Car le rayon CA , perpendiculaire à MN , divisa fig. 
pn deux parties égales la corde MN et l’arc sous- 
tendu MAN ; donc MP , sinus de l’arc MA , est la 
'moitié de la corde MN qui sous-tend l’arc MAN, 
double de MA. 

La corde qui sous-tend la sixième partie de ht 
circonférence est égaie au rayon ; donc siti 

. ou sût 33“^ = fR, c’est-à-dire que le sinus du tiers 
de l’angle droit est égal à la moitié du rayon. 

^ XVI. Le quarré du sinus d'ün arc plus le quarré 
de son cosinus est égal au quarré du rayon , de 
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sorte qu'on a en général %\f\ * A + cos' A=R ’ (i). 


Cette propriété résulte immédiatement du triangle 

rectangle CMP, où l’on a MP + CP=CM. 

Il s’ensuit qu’étant donné le sinus d’un arc on 
trouvera son cosinus , et vice versa , au moyen des 
formules cos A = ± \/ { R ' — sin ’ A ) , sin Az=ziiz 

(R’— C 05 ’ A). Le double signe de ces formules 
vient de ce que le même sinus MP répond à deux 
arcs AM, AM', dont les cosinus CP, CP' sont égaux 
et de signes contraires , comme le même cosinus 
CP répond à deux arcs AM , AN, dont les sinus 
MP , PN sont pareillement égaux et de signes con- 
traires. 

Ainsi, par exemple, ayant trouvé sin 33®-|=7R, 
on en déduira cos 33° -j ou sin 66°|= l/'(R* — fR' )= 
t/|R*=iRl/3. 

XVII. Jütant donnés les sinus et cosinus .de 
l’arc A , on peut trouver les tangente , sécante , 
cotangente et cosécante du même arc au moyen 
des Jormules suivantes : 


long A = 


R sin A 
co s A 


iéc A 


R* 

" cos A 


cot A = 


R cos A 

sin A 




A 

cosec A = : — ^ . 

sin A 


£n effet les triangles semblables CPM, CAT, CDS, 
donnent les proportions; 

CP: PM :: CA: A'F ou cos AisinA :: R : tang A— ^ 

° cos A 


CP : CM :: CA : CT ou cos A : R :: R ; séc A: 


’ cos A , 

PM : CP : : CD : DS ou sin A : cos A : : R : cot A — 

stn A 


PM : GM :: CD ■ CS on sin A : R :: R : coséc A" ; 

sin A 

(1) On désigne ici par sm * A le qiiarré desin A, et «emblabie* 
ment par coj’ A le quarre de cos A. n 
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d’où l’on tire les quatre formules dont il s’agit. On 
peut observer au reste que les deux dernières for- 
mules se déduiraient des deux premières en mettant 
simplement loo" — A au lieu de A. 

Ces formules donneront les valeurs et les signes 
propres des tangentes , sécantes , etc. pour tout arc 
dont on connaîtra le sinus et le cosinus; et comme 
la loi progressive des sinus et cosinus, selon les diffé- 
rents arcs auxquels ils se rapportent, a été suffisam- 
ment développée dans le chapitre précédent , il ne 
reste rien à desirer sur la loi que suivent semblable- 
ment les tangentes, sécantes, etc. 

I 

On peut confirmer aussi par leur moyen plusieurs résul- 
tats qui ont été déjà obtenus relativement aux tangentes > 
par exemple, si l'on fait A=ioo*’,.on aura sin A = R, et 

R* 

cos A = o, donc tang 100“=:—, expression qui désigne 

une quantité infinie; car R* divisé par une quantité très~ 
petite, donnerait un quotient très-grand ; donc R’ divisé 
par zéro donne un quotient plus grand que toute quantité 
finie. Et parce que zéro peut être pris avec le signe -f- ou 
avec le signe — , on aura la valeur ambiguë tang 100" = 
i: oB. ‘ 

Soit encore A=aoo“ — B, on aura sin A.z=zsin B, et 

- n J / « « V ^ B 

cos K —— cos B; donc /a/ig(aoo — B)z=- 


R sin B 


— cor B 

■ tang B , cc qui s’accorde avec l'art, xii. 


cos B 

XVIII. Les formules de l’article précédent , com- 
binées entre elles et avec l’équation sin ’ A -f- cos ’ A 
U • , en fournissent quelques autres qui méritent 
attention. 

"R* sin » A 


On a d’abord R ’ -f- tang* A = R * 

R’ («’/i* A-|- cor’ A) R* 

cor ’ A cor’ A 

— séc* A, formule qui se déduirait immédiatement 


, donc R ’ • 


cor’ A 
tasig* A 
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du triangle rectangle CAT; on aurait de même) 
par les formules ou par le triangle rectangle CDS, 
R*-|-w#’ A. = cosée' A. 

Enfin , si on multiplie entre elles les formules 

• R sût A .R cos A 

tans A , cot A = — : — — , on aura tans A 

^ cos A sut A ^ 

4 n » f I- • 1 . » R* 


X cot A = R * , formule qui donne cot A = 


tangA ’ 


et tanff A = — -r. On aurait de même cot B = 

COI A , 

R* 

iangh ' ^ ® •• ® ^ ; c’est-à- 

dire , que les cotangentes de deux arcs sont en raison 
inverse de leurs tangentes. 

Cette formule cot A x tang A = R ’ se déduirait 
immédiatement de la comparaison des triangles sem- 
blables CAT, CDS, lesquels donnent AT: CA:; 
CD : DS, ou tang A : R :: R : cot A. 

, XIX. Etant donnés les sinus et cosinus de deux 
arcs A et h ^ on peut déterminer les sinus et co- 
sinus de la somme ou de la différence de ces 
arcs, au moyen des formules suivantes: 

stn(a-hà) = - ^ 

, . , sin a cos b — stn b cot a 

sut {a — b) = ^ 


eos {a + b) = 


cos a cos b — sin a tin b 


, . \ ‘ cos a cos b -I- sin a sin b 

eos {a — b) = .. 

Soit le rayon AC = R , l’arc AB= a, l’arc BD=i, 
et par conséquent ABD=^a + b. Des points B et D 
abaissez BE, DF, perpendiculaires sur AC ; du point 
D menez DI perpendiculaire sur BC , enfin du point I 
menez IK perpendiculaire et IL parallèle à AC. 

Les triangles semblables BCE, ICK donnent les 
proportions 
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3/ii 

Sin a cos b 


Cb : CI :: BE : IK ou R : cos b sin a : IK : 


CB: CI :: CE: CK ou R:coi b :: cos a:CK = 


R 

cos a cos h 


R 


l^ea triangles DIL, CBE, qui ont les côtés perpendi- 
culaires chacun à chacun , sont semblables et donnent 
les proportions 

_ cos a sm b 

CB: DI ;: CE:DL ou R :sw ô :: cos a : DL= ^ 

CB : DI :: BE : IL ou R : sm b:: sin a: - 

Mais on a 

IR + DL=DF=ji/i (c + ô), et CK — IL=CF= 

cos (a-4-ô). Donc 

. , , . sin a cos b sin b cos a 

sm [a + b) =- — g 

, , , cos a cos b — sin a sin b 

cas (a + b) = g 

II serait facile de déduire de Oes deux formules les 
valeurs de sin (a — ô ) et de cos (a — ô ) ; mais on 
peut les trouver directement par la même 6gure. En 
effet, si on prolonge le sinus DI jusqu'à ce qu’il ren- 
contre la circonférence en M , on aura BM~BD.=:ô, 
etMI = ID=smê. Par le point M menez MP perpen-' 
diculaire et MN parallèle à AC ; puisque MI = DI, on 
aura MN = IL, et IN = DL. Mais on a IK — IN = 
MP=iôï (a — ô), etCK-+-MN=CP=rcoj (a — ô)j 
donc 

. , , , sin a cos b — ■ sin b cos a 

Sin {a — b) = 

' , , . cos a cos b sin a sin b 

COS {a — b) = g 

Ce sont les formules qu’il s’agissait de démontrer. 

On ponrratt craindre que la démonstration précédente 
ne fût pas aases générale, parce que la figure qu’on a suivie 
suppose les arcs a et û, et même n-\-b plus petits que 
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loo'*. Mais d'abord la démonstration s'étend sans peine au 
cas où a et & étant plus petits que loo”, leur somme a -{-b 
est > loo”. Alors le point F tomberait sur le prolongement 
de AC, et le seul changement à faire dans la démonstration, 
serait de prendre cos (a A ) — CF ; mais comme ou aurait 

en même temps CF = IL — CK, il en résulte toqjonra 
cor (fl -f- A) = CK — IL, ou R cos (o+A) = cos a cos A 
— sin a sin A. 

Supposons maintenant que les formules 

R j/rt ( fl -f- A ) = sin a cos A + sin A cos a 
R cos ( fl + A ) — cos a cos A — sin a sin A 
soient reconnues exactes pour toutes les -valeurs de a et 
de A , moindres que les limites A et B , je dis qu’elles auront 
encore lieu lorsque ces limites seront 100° -f- A et B. 

En effet, on a généralement, quel que soit l’arc ar, 
sin ( 100® -F ar) = cos x 
'cos ( 100" -|-a:)z= — .«/IX. 

Ces équations sont manifestes lorsque x est < 100®, et on 
s’assure aisément qu’elles ont lieu pour toutes les valeurs 
de X, au moyen de la fig. 18, où MH" et M'H'" sont 
deux diamètres perpendiculaires entre eux , et où l’on peut 
prendre successivement pour x les valeurs AM, ADM', 
ADBM", ADBEM'", ou ces valeurs augmentées de tant de 
circonférences qu’on voudra. 

Cela posé , soit x = ;?i A, on aura 

. «fl ( 100® + = cot (in -1-A) 
coi ( 100® 4- 'u+^)= — «'«(/n + A). 

Mais, suivant l'iiypothèsc, on connaît les valeurs des se- 
conds membres, tant que m et A n’cxcèdcnt pas les limites 
A et B; donc dans cette même hypothèse on aura : 

R sin ( 1 00® /fl 4 - ù ) = cos m eos A — sin m sin A. 

R cos ( 1 00® 4- /fl 4- A ) = — sin m cos A — cos m sin A. 
Soit 100® 4- «J = fl, puisqu’on a «’/t ( 100® 4- m) = coj/n 
et co.t (100® nf=. — sm m), il en résultera cos m=sin a 
et sin m =. — cos a; donc en faisant cette substitution 
dans les é(|uations précédentes, on aura : 

R sin (fl4- ù) =r«fl fl cos b cas a sin A 
R cos (fl-4- A) = cos a cos b— sin a sin A. 

D’où l’on voit que res formules , qui n’étaient démontrées 
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d'abord que dans le* limite* <f '< A, 6 < B, le «ont mainte-^ 
nant dans les limites plu* étendues a < ioo° + A , 6 < B. 
Mais , par la même raison , la limite de b pourra être re- 
culée de loo”, ensuite celle de a, ce qui prul se continuer 
indéfiniment ; donc les formules dont il s'agit ont lieu , 
quelle que soit la grandeur des arcs a et b. 

L'arc a étant composé de la somme de* deux arcs a — b 
et on aura , d'après les formules précédentes , 

R rôi O =: «n (a — 6) cot b -f- cos {a — b") sin b 
R cos a = cos (a — b) cos b — . sin (a — b) sin b. ! 

Et de celles-ci on tire : . - 

^ R sin (a — n cos b— sin b cos a 

R cor ( a — & ) z= cor a cor & 4- ri/i a s(/i & , 
formules qui auront encore lieu pour toute* valeurs de a 
et de A 

* XX. Si dans les formules de l’article précédent on 
fait b=za, la pretnière et la troisième donneront 


sin 2a = 


a stn a cot a 


-, cos 2 0 = 


cot’ a — sin’ a 


R ’ Z R 

Celles-ci serviront à trouver le sinus et le cosinus 
d’un arc double , lorsqu’on connaît le sinus et le 
cosinus de l’arc simple. C’est le problème de la du- 
plication d’un arc. 

Réciproquement pour diviser un arc donné a en 
deux parties égales , mettons daiis les mêmes for- 
mules à la place de a , nous aurons 


sin a = - 


a sin *• a cor i a 


-, cos az 


cos’ -ja — sin’ -j 


R > — “ 

Or, puisqu’on a tout-à-la-fois cos ’ -j a sot’ ^a= R* 
et cor* j a — sin' ^ a=R cos a, il en résulte 
cos *7a=:7R’-+-7R cos a et sin '{az= iR’ — i R cos a, 
donc 

sin^ 0=1/ (;R* — 41^ cos a) 
cos‘- a= W'' (^R’-f-iRcos a). 

Ainsi, eu faisant a=ioo", ou cos a=o, on a 
sin 5 o'»c=coi 5 o'’= 1 ''tR’=Ri^t; ensuite si l’on 

. a 3 ■ 
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fait a=5o“, ce qui donne cas on autA 

sin a5°=ïRt/(î — ji/-;), eico5 25»=Rw^(f+-iv^-i). 

sxi. On peut aussi avoir les valeurs de sinx c et co/f a 
exprimées ]iar le moyen de un a, ce qui sera utile dam 
beaucoup d'occasions; ces valeurs sont : 

f//i7a = -jt/(R* -1-Rxi/i a) — 7V/'( R * — R/m aj 
C0/7 az=7V^( R* -j-Rrm a)-+-fl/ (R ' — R«/i «). 

En effet , si on élève la première au quarré , on aura xûi * -i a 
■=-r(R*+ Rxmn) + V (R’ — R xfna) — — R* sin’ à) 
=7 R’ — 7 R cos a; on aurait de mémecox* 7<i=S7 R’+^R 
eos a, ce qui s’accorde avec les valeurs précédentes de 
x(/i7 a et COX7 a. Il faut cependant observer que, si cos a 
était négatif, le radical (R’ — R sin a) devrait être pria 
avec un signe contraire dans les valeurs de /ÙI7 a et cos-^a, 
ce qui changerait l'une dans l'autre. 

XXII. An moyen de ces formules, U est facile de déter- 
miner les sinus et cosinus de tous les dixit'anes du qua- 
drant. 

Et d’abord soit sin to’=x, sx sera la corde de 40*, ou 
le cèlé du décagone régulier inscrit; or ce c6té est égal 
au plus grand segment du rayon divisé en moyenne et 
* 5 , 4. extrême raison *; donc si on fait le rayon égal = i , on aura 
1 :ax :: ax; i — ax. Delàontire 4 x*=i— ax, oux'-l-lxs^; 
donc (x-|-j)*=-j-|-77=-;V» *-f-7=fi^5,'et enfin 

xou XM ao”= j( — I 5 ). 

6—%y/'S 
16 


Cette valeur , élevée au quarré, donne xûi* ao*=- 


donc 1 — xûi'ao*, oncox' ao*= — 


io+*\/S 


16 


Mais eos'a—sin’a 


= eos an, donc eos 40' on sût 60*= 


4 + 41/5 x+i/5 


16 4 

Maintenant, si dans les formules dun” xxi on fait R:=x, 
tf =r ao*, et xiii «=7( — i +;/ 5 ), on en déduira 

sin io*=jv /(3 + v/ 5 ) — It/( 5 — v/ 5 ) 
cos io* = ^i/(3+i/5)+7^/(5 — ^^ 5 ). 

Si ensuite on fiait dans les mêmes formules a=6o*, et 
ifii «=;^ ( 1 +V/ 5 ) , on aura 
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sin So*=-Jv/(5 + i/5) — il/ (3 — i/ 5 
eo/3o*=ii/(5-|-i/5)4-ii/(3 — 1/5). 

Avec ces valeurs et celles qu’on connaît d^a de tin 5o, 
et de tin loo*, on peut former le tableau suivant : 
lia o* = cox ioo*=o. 

tin io*=cof 90*=:ii/(3 + v/ 5) — il/(5 — 
rm ao*=:coj 8o* = ^( — 

«■/I 3o*=cos 7o*=ii/(5-f-v/5) — iV/(3 — 1/5) 
tin ^o‘—cof 6o*=iv/'( lo — av/ 5) 

«Vi 5o*=co» 5o*=-j^/a 
ri'/i 6o*=co/ 4o*=i(t -l-i/ 5) 

tin ']o’=zcot 3o* = ii/(5-l-i/ 5)-f-ii/'(3 — / 

tin 8o*=co» ao*=iv/(io-l-av/5) 
r//i 90* = cor io* = il/(3 + ^/' 5 +il/(5 — 1/5) 
tinioo'=cot o'—i. 

Ces valeurs peuvent se simplifier encore, puisqu'on a 
l/(3-H/5)=iv/io+7l/aeti/(3— i/5)=il/io — il/ ai 
d’on l’on voit qn’en regardant comme connues i^^ a, i/ 5 e^ T 

l/' I o , il ne reste qne quatre extractions de racines quarrées 
à faire pour avoir les valeurs des sinus et cosinus de tous 
les arcs multiples de lo*. 

xxiii. ?lous tirerons de ces formules deux conséquences 
remarquables. Puisque a /in 40* est la corde de 80*, ou le 
cdtédu pentagone régulier inscrit, cecôté=ii/(io— ai/S)» 

son quarré = Le cAté du décagone régulier 

h 

=i7.tin ao*=f( — 1-1-1/ 5), son quarré ( 6 — ai/5);or 
^(10 — t\/5)=i-|-i(6 — a v/ 5). Hoac ta tomme faite du 
quarré du rayon et du quarré du côté du décagone , est égale 
au quarré du pentagone régulier inscrit. 

a° Entre les sinus des divisions décimales impaires du 
quadrant, on a cette relation ^ 

tin go’-p/in 3o*-f-/i/i io*=/i/i 5o*-|-/in 70*, 
et les divisions paires donnent semblablement sin 6o*= * » 

tin ao*-t— ;. Mais ces formules ne sont que des cas parlicu- - ■ 
tiers, et on peut démontrer que/* étant un arc d’un nombre 
quelconque de degrés , on a 

/Mi(ioo*-Æ’)-|-ti/»fao*-l-r)-f-.fiii(ao* — jr)=ï/iii(6o*— r)-|-/»/f(6o*-f *). 

ad. 
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En effet, la fomiole«/i + 

donne ' 

(ao*+x) + ««(ao'-x)-axi«>o CO#* 

xm(6o’ + *) + ««(6‘>*— 

Donc, puisqu’on a sin 6o' —sm ao — de 

x,«(loo-— *), ces deux équations retranchées lune de 

l’autre, donneront v ^ 

«*(6o*+x)+xm(6oW)-x.«(ao-H^)-W/.(ao-^)=:x«.Ctoo-*). 

Formule d’où l’on tire l’éqnation des divisions impaires en 
. ■ ■ faisant *= lo” , et qui en général peut servir a la vénBca- 

tion des tables de sinus. 

XXIV. Si dans les formules première et troisième 
' de l’article xix , on fait = a o , on aura 

- sifi 9 sin a* 


Hn 3 a 


.imacosa^costastna — 

_ ^ ,COXD R 

Substituant dans celles-ci, au lieu de swaa et 
eos afl, les valeurs trouvées dans larücle xx, et 
simplifiant les résultaU au moyen, de l’équation 
rm * n -F- cos’ a = R ’ 1 O" 

^ stn^ a 


sirt 3 a = 3 sin a - 
^ cos' a 

COS û ■ ~n t 


R* 

■ 3 cos a. 


! Ces formules qui servent à la triplication des arcs , 
peuvent servir aussi à opérer leur trisection ou 
division en trois parties égales. En effet, si on fait 
'' sin 3 a=c et sin a = x,on aura pour déterminer a: 
l’équation c R’ = 3 R’ x~4 D’où l’on voit que le 
problème de la trisection de l’angle, considéré analy- 
tiqueinent, est du troisième degré. 

Si dans les mômes formules de l’article xix , on 
fait successivement b = 3 a, b = 4^> etc., on aura 
les sinus et cosinus des arcs4 o, 5 a, etc.; c est-à-dire, 
'en général, les sinus et cosinus des multiples de a, 
» ' Réciproquement les formules qui servent à la multi- 
' • plicaüon des arcs , donneront les équations à résou- 
dre pour diviaer un arc donné en parties égalés; 
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c’est-à-dire, pour déterminer sin a o\x cos a, lors- 
qu’on connaît sin n a et cos n a. 

XXV. Développons encore les valeurs de 5 a et cor 5 a, 
et pour cela prenons les formules 

sin 3 a cos a a -f" ^os 3 a sin a a 
x/a (3a-|-aa)= ^ 

cos 3 a cos a a-^^sin 3 a /fa a a 
co/(3 a-}-*a) = ' ' ^ ' 


Si on y substitue les valeurs déjà trouvées art. xx et xxiv, 
on aura , après les réductions , 

ao/<a* a _ iS sin* a 

1 sin 5 a=iS sin a — 1 ig"; 

ao cos* a _ i6 cos* a 

co/ 5 a = 5 CO/ a— — H 


D’on l’on voit que le problème de la quintisection de l’angle 
serait du cinquième degré, et ainsi des autres divisions par 
les nombres premiers 7, u, i 3 ,etc. 

XXVI. Soit proposé pour exemple de trouver la valeur 
de sin i* approchée jusqu’à quinte décimales, ce qui peut 
être utile pour la construction des tables de sinus. D ex- 
pression de sin 10°, trouvée n" xxu, étant réduite en déci- 
males dans la supposition de R=i, donne sin 10 =0. 
i 5643 44660 4oa3i; de là on tire, parla fonnnledu n®xxi, 
sin 5 “=o. 07845 90967 a7846. 

Soit maintenant sin l’ — x, il faudra, pour avoir x, 
résoudre l’équation 

I 16 jf’ — aoj;*-t- 5 *=0.07845 90967 17846. 

Si, pour abréger, on fait le second membre = c, ou aura 
à-peu-près 6* — ao*’=c, et x=-jc-l-4(7c)’* Of 7'-'= 
0.01669 18191 et 4 (-je)’ =0.00001 6466} donc on a, pour 
première approximation, *=0.01670 7176, valeur qui 
n’est en erreur que dans la huitième décimale.' Pour en 
avoir une pins exacte, soit * = 0.01670 76 +jr, on aura, 
en substituant dans l’équation proposée , et négligeant le 
quarré et les autres puissances de^, <3. 

0. 0784590094 a49a7-t-4.985aoi 77=0.078469095717846; 
d’où l’on tire y = 0.00000 00178 118207 , et » 
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^ r ou «/I i*=o. 01670 78173 Il8t07, 

Du siniii de 1* ou 100', ou déduirait serablablemeiil 1 rs ’ 
'linusde 5 o', de 10', de 5 ', et enfin celui de 1'. 

XXVII. Les formules de l'article xix fournissent 
un grand nombre de conséquences, entre lesquelles 
il suffira de rapporter celles qui sont de l’usage le 
plus fréquent. Qn en tire d’abord les quatre sui- 
vantes : 

' I 

sinacosb = !i\\. sin (a + A) -f- 7 R «« (a — b) 
sinbcosa={Ksin{a-i-b) — iRsia^a — b) 
cosacos b=^^ cos {a — A) -f- i R «m (a-J-i) 
sinasin b = ~1\cos (a — b) — ^Rcos (a-H*) 
lesquelles servent à changer un produit de plusieurs 
sinus ou cosinus, en sinus et cosinus linéaires ou 
multipliés seulement par des constantes. 

XXVIII. Si dans ces formules on fait a b=p, 
a — b = q, ce qui donne a= ^^^ , b= ^ -^ ^ ~, on 
en déduira 

^ f 

> finp-\-tinq= — siH\(^p-^q)cos^{j>—^) 

.a 

stnp-^stnq^ — Min^{p—q)eot\{p + q) - 

J 

% 

cosp-^-eosq = —cot^{p+q)cof^{p — q) 

cosq—cosp= — sin i (/» + ç) tin i (y, _ y). 

Nouvelles formules qu’on emploie souvent dans les 
calculs trigonométriques pour réduire deux termes à 
un seul. 

xxix. Elnfin , de ces dernières on tire encore par 
la division, et ayant égard à ce que lîÜJ? — 

^ ^ JJ 

, relies qui suivent ; 
cot a ' 
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tin P (in q sin ^ (/> + 7 ) co *4 C/* — *l) _ (/>+?) 

tin P — tin q cotj (/>-H7) ( P — 1 ) ^‘*”fl'7 {P~~*l) 

tin P -4- ttn q s in\ (/> + ?) { P *l) 

cos P -4- cot q car ~ ( p-\- <l) ® 

tin P tin q cor-j(/> — 7) c ot-î ( /> 7 ) 

cas q — cas P tin'-{p — 7) R 

tin P — sût q tin ■; ( /? — 7 ) fa/ig'-j (/> — 7 ) 

car/? + cor7 cot k {. P — 7 ) ^ 

rin P — - r;Vi 7 cot 7 + 7 ) co* “i ( P 7 ) 

cor 7 — cor /> ri/i -j ( /> + 7 ) ^ 

cor P -4- cor 7 cor-j ( />- 4-7 ). tw {^p~~<l ) cot7(/ H-7* 

cor 7 — cor p tin^ (/* “ 1 “ 7 ) ^ 7 y ^^ng-j{p—q 

tin {p + q) ar<>»7(/> -4-7)*^7 (yH ~7 ) _ c<“t(/*~*~ 7 ) 

sin P -k- tin q a r</ij (/H-7 ) cori (;> — 7) cot^{p qy 

tin {p+q ) ^stni Lp+q)c<»\{p + q) ^ ""x{p+q) 

tin p — ttn q a sin^ (/> — 7) corŸ (p-f- 7 ) (Z’ 7 ) 

Formules qui sont l’expression d’autant de théorèmes. 
De la première il résulte que la somme des sinus de 
deiiT arcs est à la différence de ces mêmes sinus , 
comme la tangente de la demi-somme des arcs est à 
la tangente de leur demi-différence. 

XXX. Si on fait ou 7 = 0 dans les formules 

des trois articles précédents , on aura les résultats 
qui suiyent : 

, cor* <i = rR* 4-7 Rcw*" 

<Hi* a = iR* — îRcoran ‘ 

a cor* 7/> , 


R-4-cor/>=- 


R 


R— cosp = 

ttin^pcos^p 
ttnp:= R 

tinp _ tang^p _ 

R-4- cor^ R 


R 


COttp 


-J- 
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*in P cot J P R 


long (a + ft) 


R — eos P R tang j p 

K cos P coi'~p R’ 

R — cot p R’ tang' ^ P - t 

XXXI. Pour développer au5si quelques formules 
relatives aux tangentes , considérons l’expression 

tang (a-f-} è _= + subs- 

titution des valeurs de sin (a + et cos (a 
donnera 

R ( tin a cos b -f- sin h cos a ) 

cot a cot b — sin h sin a 

„ . cos a tang a , , cos b tang b 

Or on asina — ^ ^ et sin b r= 

substituant ces valeurs et divisant ensuite tous les 

termes par cos a cos b, on aura 

/ . I \ ( tting a -4- tang b ) 

tang (a + b)-= — 5 — z: « ^ 

° ' ' R — tang a tang b 

C’est la valeur de la tangente de la somme de deux 

arcs , exprimée par les tangentes de chacun de ces 

arcs ; on trouverait de même pour la tangente de leur 

différence 

/ .V (tang a tang h 't 

tang (a — b) =:: ^ 

^ ~ ' ' R tang a tang h 

Soit b=a, on aura pour la duplication des arcs 
la formule 

a R’ tang a 


d’où résulterait 
R- 


cot a a = - 


R- 


tangua otanga cot a-^ tanga. 

Soit J = a a, on aurait pour leur triplication la 
formule : 

angZa=L + Q 

^ R’ — tanga tang % a ’ 
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dans laquelle si on substitue la valeur de tan^ a a , 


on aura 


tang 3 a = 


3 R • tang a — tang * a 


R‘ — ^ tang' a 

xxxii. Le développement des formules trigonométri- 
ques , considéré dans tonte sa généralité , forme une bran- 
che importante de l’analyse , sur laquelle on peut consulter 
l'excellent ouvrage d’Euler, intitulé ; Introductio in anal. 

Inf. , ou sa traduction par M. Labey. Nous croyons ce- 
pendant devoir démontrer encore les formules qui servent 
à exprimer le sinus et le cosinus en fonctions de l’arc , 
formules dont la connaissance est supposée dans la note v 
et qui d’aillenrs sont nécessaires pour la construction des 
tables. . ‘ , 

Et d’abord, supposani lerayon = i, cequi n’altère pas la 
généralité des résultats, on a la formule cof’ A-f-xjVi’ A= I , 
dont le premier membre peut être regardé comme le pro- • 
duit des deux facteurs imaginaires eos A i tin A et 

cos A — \/ — 1 sin A. Si on multiplie ensemble deux fac- , /‘■n.'tiri 
teurs semblables cor A-f-v / — i «'/» A< car B-f-v/— i xmB, ■ 
le produit sera cos A cos B — tin A sin B -j- {^tin A «m B . .. 

tin B cos A)i/ — i , et il se réduit par conséquent à la forme 
cos (A-f-B)-l- 1/ — I sin (A-l-B) , laquelle est semblable à 
chacun des facteurs. On a donc en général 

(cor A-f- v/— 1 sinA) (cosB+i/ — i tinB)=cot(A+B)-i-^—itin (A-f B) 
et il est remarquable que la multiplication de ces sortes de 
quantités s’exécute en ajoutant seulement les arcs, ce qui 
est une propriété analogue à celle des logarithmes. On en 
conclura successivement 

(cotA + ^—t sin A) (cot A-J-p^— i«/i A')=cosa A-f-i/— A 
(co.rA-f-v/— I sinA) (cora A-|-i/—ix'/i a A) =co» 3 A-f-i/'—i siniA 
cor A-f-i/— ifi'n A) (coi 3 A-4-i/—ix/n3A)= cox 4 Ar+-i/-i tinl^A 
etc. 

Le premier produit est égal à (cox A + \/ — i tin A)’, lé 
second est égal à (eos A -\-^ — i tin A)*} et ainsi de suite. 

Donc en général , n étant un nombre entier quelconque , 
on aura 

(coxA-f-i/ — I «Il A)"=scoxn A-l-v / — i tin n A- 
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De là résulte , en changeant le signe de i/ — t, ' 

, («70/ A — \/ — i tin Ky'=.cos n K. — \/' — itinnK, 

et de ces deux équations qui sont une suite l'une de l’antre, 
on déduira les valeurs séparées de ri» n A et cor n A, saToir; 

cor «A=-j (cor A-|-v'“t tmk)"-\-~{cotk — \/ — isin)"^ 
A+v/— I «'«A)" — ^(coj A— i/—i A)* - 

xxziii. Si on vent exprimer les mêmes quantités en 
séries , il faudra développer par la formule du binôme, 

(cor A -f- 1/ — I tin A)", ce qui donnera 

' eor" A -f- -cor" 'ArûtAi/'— i -rot^ •Arin’A 

, * t-a 

— "‘^ - '"^ coir" ’Aon* Av/— — ‘‘"T* '*~ -coj*~*Aj/n*A-t-ctc. 

i.s.S I .» 

Et cette quantité étant la valeur de cor n A-H/ — i tin rA , 

on égalera séparément la jmrlie réelle à cor n A , et la partie 

imaginaire à (/— >-i tut n A. On aura donc ^ 

. _ . R«ii—i _ ‘ jt - R— I • /H-a » r-3 _ . - , . . 

flWiiAsoor^A co/^’Âjin'K 1 r cor" *Arwi‘A— etc. 

i.a i.a. 3.4 

rM nA=iveor " ‘Arm A— *‘*~*''*" Cor” — *A rin *A -H etc., 

I ■ a • .Y 


séries dont la loi est facile à saisir , et an moyen desquelles 
on trouve le sinus et le cosinus d'un arc multiple de A , 
d’une manière beaucoup pins prompte que par les opéra- 
tions indiquées art. axiv. 


XXXIV. Puisqu’on a roi A = cor A tang A ^ ces séries 
peuvent se mettre tout la forme 

. „./■ n.H—i n.n—j./t — a.n — 3 . \ 

, eorisAseor A^i ta^ A-h ■ ^ tang* A — etc. J 

- /« n. n — I . it-a . . N 

ttmmA~eot^A{-tang-A ; — «oig’A-t-etc. 1 

\ 1 1 • 9 • 3 ^ 


Soit «= — , 


on aura , en substituant cette valeur et 


conservant cependant le facteur cor" A, 


> * r 
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eosi=eot 




x.x—A. tang'K x.x~K.x—%k..x—Ztk. tang 


A* 


i.a. 3.4 


}*A 'j 
\ etc. j 


^/xtangk. x.x — A.,x—iA. tang' A \ 

umx=eo/'A{ ^ • — ) 

\t A i.a.3 A’ / 

Pânt ces formules on peut prendre A i ▼olonU ; supposons 

A très- petit, alors — ^ — sera très-peu diffèrent de l’unité, 

parce que la tangente d’un arc très-petit est presqu'égalé 
l’arc. Cependant , tant que l'arc n’est pas nul , on a 

tang A>A (i) ou > i ; on a en même temps 

A ' 

*>.« AM, ïfî < D. 

A «n 4 * A «xt A 
tune A 

là on Toit que le rapport — est toujours comprit entre 
, A 

les limites 1 et — ^ — . Soit A=:o, on aura cos A=i ; donc 
cos A 

tang A 

puisque — - — est compris entre t et , il faudra qu on 

A cos A 

tang A „ 

ait exactement — j — — i. Donc en faisant A=o , on aura ' 

/ x‘ \ 

co»x=cof»A( I 1 =— - -f-etc. I 

\ i.a i.a. 3.4 1 . a. 3 . 4 . 5 . 6 J 

/ x' X* \ 

stnx=cos^K\ X 1 T — etc. 1 

V i.a.3 i.a. 3 . 4.5 J 

Il reste à Toir ce que dexient cor" A, lorsque A diminue 

de plus en plus , et devient enfin aéro. Or on a — — = 

^ cos' A 

i 

rcc*A=i-J-/a/ig*A;donccor A=(i-l-nwiy* A) * , donc 

„ . it n.n-+-i , , 

«or"A=(i-l-ta/ig*A) *=i — tang' A-\ tang* A.— etc. 

a a. 4 


(1) AT «tt plus que AM, parce que la triangle ATC e<it aa »ec- 
teor ACM : : ATX 4 AC : AMX 7 AC rt AT : AM. 

(s) AM est plas grand que MP, i*erce que Tare MAIV e«t ptoa grand 
que la cnrdê Ain, ^ 
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Snbitituaut au lien de n sa valeur—, on aura 

A. 

X . tang’ A. x.x-l-aA . tang* A 

cos"A=i — A. 7. H ZJL-A*.— f: ete. 

9 A* a. 4 A* 

Si l’on imagine maintenant qne A diminue de |dus en plna, 

X restant la môme , la valeur de eor" A approchera de plna 

en plus de l'unité; enfin, si l’on fait A = o et*-^^^==i, / 

on aura exactement cor" Az=i. Donc on a les formules . 


cor X = 1 ■ 


1.9 1.9. 3. 4 1.9. 3. 4. 5. 6 


-|-elc. 


riAx: 


+ 


• etc. 


1.9.3 1.9. 3. 4*5 

par lesquelles on pourra calculer le sinus et le cosinus d’un 
arc dont la longueur est donnée en parties du rayon pris 
pour unité. 

XXXV. Ces mêmes valeurs peuvent être exprimées d’une 
manière succincte , par. le moyen des exponentielles. Pour 
cela , il faut se rappeler que e étant le nombre dont le loga- 
rithme hyperbolique est 1 , on a 

** s* ■ 

-I T— «If- 


. * * 

e‘ = t-i 1 h 

1 1.9 1 . 9.3 


Si , dans cette formule , on fait 

XV/— 1 X* x’v/— I 


.9.3.4 
rv' — 1, il en résultera 




+ 


c* x’v^ — 1 

+ 


-etc. 


1 1.9 1 . 9.3 1 . 9 . 3. 4 1.9. 3 . 4-5 

On aurait semblablement en changeant le signe de s / — i 




x\/ — I 


X* x‘v/ — 1 

H — + 


X* V^ — t 


I 1.9 1.9.3 1.9. 3.4 1.9. 3. 4. 5 

De là 011 tire '' 

,*✓ 1 , _ — XV'— 

jr X 

■ etc. 


-etc. 




jr‘ ^ 


I X*/— 1 


1.9 1 .9.3.4 


+ 


• etc. 


9 \/ — 1 1.9.3 1.9. 3 . 4 . 5 

séries dont les seconds membres sont les valeurs trouvées 
pour cor x et îin x. Donc on à 
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cos X = — .... I. , , sin X == 

9 av' — I 

,, , ,, — -e ««jr 

d où Ion tire—,— =V— Wû/i^x, 

»v — • COJX ** ’ 


-H 


■ formule dont on ■ fait nsayc , note rr. 

Les mêmes fonmile* donnent — '—eosx-\-\/—\tinx, 
f «s=cois* — — isinxi donc, en divisant l’une 

par 1 antre , on aura e * * = — ■ 

cot X — \/ — I tin X 

I tangx 


-V/— I tangx 


ou en prenant les logarithmes de chaque 


, , /t -4- \/ — I tang x\ 

membre, a x\/ — i =log.l : )• Maison 

\ I — \/ — 1 tangx J 

1 Z’ • + *\ 9 . a . 

sait que log. = s-+--s*+ -s’-|-etc. ; mettant 

donc v/ — » tang x au lien de s , et divisant de part et 
d’autre par a v/ — i , on aura 

X— tangx — I tang^ *-1-4 tang' x — jtang^ x-\- etc. 
Formule très-simple qui sert à calculer l’arc par sa tan- 
gente, lorsque celle-ci est plus petite que l’nnitè. 


xxxvi. Pour appliquer les formules précédentes à la 
détermination du sinus et du cosinus d’un arc donné en 
degrés et parties de degré , il faut avoir la longueur de cet 
arc exprimée en parties du rayon, ou, ce qui revient au 
même , il faut avoir le rapport de cet arc au rayon. Or, le 
rayon étant i , la demi -circonférence ou l’arc de aoo* 
= 3 . i 4>59 96535 897939. Soit ce nombre=ic, la lon- 

..gueurde l’arc 100° sera— . —;doncsionfaitdansles 


n a 
m 


formules précédentes x qu’ensuite on remette 

la valeur de « , et qu'on calcule les coëfficientsjnsqii’à seise 
décimales, on aura les formules suivantes: 
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m 

1.57079 63a67 948966 — 

1.64596 40975 062463 — J 
n 

m 

-f-0.07969 2626a 461670— 
n 

— 0.00468 17541 353187-^ 


m' 

-H>.oooi 6 o 44 > 1 847874 — 

n* 


-4-0.00091 92602 748394 


—0.00000 35988 43 a 35 a — ^ 
-f-0.00000 00569217292 — — 

171 * * 

’■ — 0.00000 00006 688 o 35 

/!“ 

OT* ’ 

-H>*ooooo 00000 060669 — 


«-^.00000 00000 oooAjo— 
^ /!** 

7 / 1 * ‘ 

+0.00000 00000 000003 —^ 
' 1 


cosi 


(t . 

1 .00000 00000 000000 

— 1 . 23370 o 55 oi 361698-^ 

+ 0.25366 96079 010480 

n* 

.02086 34807 63353o-^ 


0.00002 5 aoao 423781^^ 

iî‘ 

-H>.ooooo 04710 874779^ 

/l* 

£H • 

0.00000 ooo 63 866 o 3 i 

n' 

' m' 

-f-0.00000 00000 656696— 

m' 

>.M>000 00000 006294 — 

1 .. 

-f-0.00000 00000 000034 


I.*s sinas et cosinns des arcs depuis lëro jusqu’à 5o* 
roiuprennent les sinus et cosinus des arcs depuis 5o* jusqu’ 
100*; car on a «>1 ( 5 o“+a)=:coiï ( 5 o* — s) et cos ( 5 o*+s)= 
sût ( 5 o —s). Donc y dans les formules qui donnent les 

valeurs de sût loo’ et cos — 100°, on pourra toujours 
m 

supposer -—<f; de sorte que les séries seront tellement 

convergentes , qu'il u’en faudra jamais calculer qu’un petit 
nombre de termes, sur- tout si on n’a pas besoin de beau- 
coup de décimales. ^ ... » 
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Si on fait succeiMTement — = — , — , — , — , — , on 

> lO 10 ' lO’ lo’ lO 

trouvera les résultats suivants i 

tin io° = cos 90° =: o. x 5643 44S&0 4 oa 3 i 

tin ao® = cos 80® = o. 80901 69943 7494? 

tin , 3 o® = cor 70® = o. 4^899 04997 89647 > 

tin 40® = cos 60® = o. 58778 5 a 5 aa 9a478 

tin 5 o® = cor 5 o® = 0.7071067811 86548 
^ ri/i 60® = cor 40® = o. 80901 69943 74947 
ii’/i 70® " — cor 3 o® =: o. 89100 65 a 4 i 88368 
tin 80® = cor ao® = 0.96105 65 i 6 a 95164 
tin 90® = cor 10® := o. 987G8 8340696138 

sut 100® = cor o® := 1 . oooou 00000 ooooo 

lesquels s’accordent avec les formules algébriques du n° aa. 

01 1 

On trouvera pareillement , en faisant — — , la même 

n 100 

valeur de tin 1*, qu’on a trouvée n® a6 ; et la grande facilité 
avec laquelle^on parvient à ces résultats, est une preuve de 
l’eicellence de la méthode. 

De la construction des tables de sinus. 

xxxvii. Les savants utiles 4 qui on doit la première con- 
struction des tables de sinus, ont fondé leurs calculs sur des 
méthodes ingénieuses , mais dont l’application était fort 
pénible. L’analyse a fourni depuis des méthodes beaucoup 
plus expéditives pour remplir cet objet ; mais les calculs 
étant déjà faits , ces méthodes seraient restées sans appli- 
cation , si l’établissement du système métrique n’eùt fourni 
l’occasion de calculer de nouvelles tables conformes à la 
division décimale du cercle. 

Pour donner une idée des méthodes qu’on peut suivre 
dans la construction des tables, supposons qu'il s’agisse de 
calculer les sinus de tous les arcs de minute en minute, 
depuis 1 minute jusqu’à 10000 minutes ou 100 degrés; nous 
ferons le rayon=i, l’arc d’une minute = a, et d’abord il 
faudra trouver le sinus et le cosinus de l’arc a avec un 
grand degré d’approximation. 

Le rayon étant 1 , on sait que la demi-circonférence ou 
Tare de xo®o= 3.141S9 a 6535 89793a; divisant ce nombre 


; • 
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paraoooojonal’arcde 1 ' on<R=:o.oooi5707g63a67948g66, 
valeur exacte jusque dans la vingtième décimale.' Quand un 
are est très-petit, son sinus est sensiblement égala l’arc, 
ainsi on a à très-peu près $in a=ro.oooi 5 70796 3a67g 
48966. Hais cette valeur est déjà en erreur à la treizième 
décimale, laquelle n’est que le dixième chiffre significatif. 
Pour en avoir une plus exacte, le moyen le plus simple est 
de recourir aux formules de l’art. 36 , dans lesquelles , si on 

fait-î^= — î — , on aura immédiatement , par les deux ou 
n 10000 

trois premiers termes de chaque série , 

nnu = o.oooi 5 70796 3 ao 33 5 a 5563 
cof a =0.99999 99876 63994 5 a 4 oo 5 a 53 
valeurs exactes jusqu'à la vingtième décimale pour le tinu* ^ 
et jusqu’à la vingt-quatrième pour le cosinus. 

" xxxviii. Connaissant le sinus et le cosinus de l'arc d’une 
minute désigné par a , pour en déduire successivement les 
sinus de tous les arcs multiples de a , on fera dans les for- 
mules de l'art. aa,/>=j: -f-o, q—.x — a, La première et la , 
troisième donneront par cette substitution , et en faisant 
toujours R ±r 1 , 

sin ( X -1- a j = a cos a un x — - sin (x — a j 

cos {^x-^a'j^.%cosncosx~cosÇx~a'). 

II résulte de ces fotmnles que si on a une suite d'arcs en 
progression^ithmétique, dont la différence soit a, leurs 
sinus forma^nt une suite récurrente dont l'échelle ^de 
relation esl a co/a, — 1, c’est-à-dire, que deux sinus 
consécutifs A et B étant calculés , on trouvera le suivant C, 
en multipliant B ]>ar a cos a , K par — 1 , et ajoutant les 
deux produits, ce qui donnera C=aB cos a — A. Les co- 
sinus des mêmes arcs formeront également une suite récur- 
rente dont l’échelle de relation est a cos a, — 1 : on aura ' 
donc successivement , , . ^ 


sin O — O -J. 

sin a-=z.sina 

sin aa = a cos a sin a 

/i/i 3a = a cos a sin la—sin a 

sin 4a =: a cos a sin 3a-/à? aa 

il/? 5a = a CO.S a sin !\a—sin 3a‘ 


cos o: 
cos ai 
cosiai 


Z 1 

=cosa 

z.icosacosa—i 


cor 3a = a cor a CO/ aa — co/ a 
cos ia^t eos a cos 3a — cosia 
CO/ 5a = a cos a cos ^a—cos3a 
etc. , 
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' XXXIX. Il ne t’agit plu* que d'exëcuter les opératwnsin- 
diquées , en substituant les valeurs de sin a et cos a. Si on 
veut construire des tables de sinus avec lo décimales , il 
suilira de prendre les valeurs de sin u et cos ii approchées 
jusqu'à 1 6 décimales , savoir : 

JM o = o.oooi 5 70796 3 ao 335 
CO/ a:;: 0. 99999 99876 639946 

mais comme cos a diffère très-peu de l’unité , il y a un moyen 
4 ’abréviation dont il faut profiter. Soit ^ = a ( 1 — coj a ) r= 
0.00000 00346 740110, on aura a co.v<t = a — 4 , ce qui' 
donnera , 

sin (x-l-a) — sin xz=.sin x — sin (x — a) — À sin x 
cos(x-\-a') — cojx=:co/x — COJ (x — a) — i cosx. 
Pour avoir le terme sin (x-{- a) il suffit d’ajouter au terme 
précédent Jinxla différence s^n^x■-^-a) — sin x , laquelle 
Sera toujours très-petite: or cette différence est, suivant 
la formule, égale à une différence semblable d^a calculée 
sûix — sin (.r — a), moins le produit de j<y?x par le nombre 
constant k. Cette multiplication est donc la seule opération 
un peu longue qu’on ait à faire pour déduire un sinus des 
deux précédents; mais il faut observer i" que l’on n’a be- 
soin de connaître le pro<lnit que jnsqu’à la seizième déci- 
male , ce qui donnera fort peu de chiffres à calculer ; a” que 
ces multiplications peuvent être abrégées beaucoup en for- 
mant d’avance les produits du nombre constant 346740110 
'par I , a , 3 jusqu^à 9 ; car , par ce moyen , on aura immé- 
diatement les produits partiels qui résultent des différents 
chiffres du multiplicateur sin x , et il ne restera plus qu’à 
faire l’addition de ces produits, en se bornant toujours à 
la seizième décimale. 

Les mêmes procédés devront être suivis dans le calcul des 
cosinus; et, lorsqu’on aura prolongé l’une et l’autre série 
jusqu’à 5 o°, la table sera complète. 

XL. Il est nécessaire , nous le répétons , de calculer les 
sinus avec 16 décimales, c’est-àidire avec cinq ou six dé-, ; 
cimales de plus qu’on n’en veut avoir réellement , afin 
d’être assuré que les erreurs , qui peuvent se multiplier 
dans le cours de Sooo opérations , n’influeront cependant 

a 4 ' 
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pas sur la dixième décimale des derniers résultats. Le calcul 
(ait, on retranchera les décimales saperflnes et on ne con- 
serTera dans la table que dix décimales. 

Au reste, quand il s’agit d'exécuter tant de calculs, on 
doit chercher à vérifier les résultats aussi souvent qu'il est 
possible. Dans l’exemple que nous avons apporté d’une 
table calculée de. minute en minute, il serait nécessaire de 
calculer préalablement les sinus et cosinus de degré en de- 
gré, ce qui fera , de loo termes en loo termes, une vérlfi-. 
cation très-utile. Ur, pour calculer les sinus de degré en 
! degré , on a les formules et les valeurs qui suivent : 

tin (x-4- I*-) — x—sin(^x~\") — htinx 
>. CO» ( jr-(- \") — cos x-=.cos X — co»(x— i*) — Aco»x 
sin i* = o. 01670 73173 iibao 676 
CO» i* = o..g9987 663 x 4 81660 699 . 

A=^a(i —co» i*)±=o. 000x4 67360 36678 8ox 
» - 

I>es sinus calculés de degré en degré se véri&eront eux- 
méines de dix en dix par les valeurs déjà connues de»ô» 10*, 
sin Xü*,etc. Enfin lorsque la table entière est construite, 
on' peut encore la vérifier delant de manières qu’on vaudra 
par l’équation 

»Mi(ioo'~x)-hn'/i(xo*— x)-f-»wj(ao*-M')=»/i»(6o“— x)-t-j/n(6o*+-x^ 

xu. Les sinus, tels qu’ils résultent des calculs que nous • 
venons d’indiquer, sont exprimés en parties du rayon , et 
on les appelle sinus naturels ; mais on a reconnu dans Ig 
pratique , qu’il y a beaucoup d’avantage à se servir des loga* 
rithmes des sinus , au lieu des sinus eux-mémes ; en consé- 
quence la plupart des tables ne contiennent point les sinus 
naturels, mais seulement leurs logarithmes. On conçoit que 
les sinus étant calculés , il a été facile d’en trouver les loga- 
rithmes; mais commela supposition du rayon=i rendrait 
négatifs tous les logarithmes des sinus , on a préféré de 
prendre le rayron = 10000000000, c’est-à-dire, qu’on a mul- 
-• tiplié par 10000000000 tous les sinus trouvés dans la sup- 
position du rayon = i. Par ce moyen le rayon ou sinus de 
100% qui se rencontre fréquemment dans les calculs , a 
- 'pour logarithme 10 unités, et il faudrait que les angles 
fussent beaucoup plus petits qu'on ne les rencontre daus I4 
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pratique , pour que leurs sinus eussent des logarithmes 
négatifs. 

Les logarithmes des sinus étant tronrés , on en déduit 
trés-aisémenl les logarithmes dès tangentes par de simples 

R stn X 


w 


soustractions; car, puisqu ou ttUBgxz 


•, il s'ensuit 


cos X 

log. tang x—to-^-log. sin x — tog. eos x. Quant aux loga- 
rithmes des sécantes , ils se trouveraient d'une manière 

' ' . _ . , . R* 

encore plus simple, à l'aide de l'équation sec. x^ 

cos X' 

C'est parce qu'on peut ; suppléer si facilement qu’on n’in- 
sère dans les tables que les logarithmes des sinus et ceux des 
tangente.s. ^ 

11 resterait à expliquer l'espèce d’interpolation dont on 
se sert, soit pour trouver les logaritliiqes des sinus et tan- 
gentes des arcs qui contiennent des fractions de minutes 
soit pour trouver l’arc qui répond à un logarithme donné 
de sinus ou de tangente , lorsque ce logarithme tombe entre 
deux logarithmes des tables. Mais pour ces détails on ne 
peut mieux faire que de consulter l'explication dont les 
' tables sont toujours accompagnées. 

‘ s. ' - - 

Principes pour la résolution des triangles 
rectilignes. 


xt,M. Dans tout triangle rectangle le rayon' 
est au sinus d’un des angles aigus, comme l’hy- 
r poténuse est au côté opposé à cet angle. •- 

. Soit ABC le triangle proposé rectangle en A ; du fig. s. 
, point C, comme centre, et dti rajon CD, égal au 
rayon des ubles, décrives l'arc DE qui sera la me- 
sure de l’angle C ; abaissez sur CD la perpendiculaire 
EF qui sera le sinus de l’angle C. I*es triangles CBA , . ‘ 
CKF sont semblables et donnent la proportion CE, 

EF :: CB ; BA ; donc , ^ x, 

R:.i«C::BC:BA. • ’ ‘ ' . 

. -. ‘sr . - •. 

. . X. » 4 . . . 


- .. 


•V à « 
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xT.rn. Dans tout triangle rectangle le rayon 
est h la tangente d’un des angles aigus, comme 
le côté adjacent à cet angle est au côté opposé. 

Ayant décrit l’arc DE^ comme dans l’article pré- 
cédent, élevez sur CD*Li perpendiculaire DG qui 
sera la tangente de l’angle G. Par les triangles sem- 
blables CDG, CAB, on aura la proportion CD : DG 
:: CA ; AB; donc 

R : tan g C :: CA : AB. 

xi.iv. Dans un triangle rectiligne quelconque 
les sinus des angles sont comme les côtés opposés. 

Soit ABC le triangle proposé, AD la perpendicu- 
laire abaissée du sommet A sur !e côté opposé BG 
il pourra arriver deux cas : 

I** Si la perpendiculaire tombe au - dedans du 
triangle ABC , les triangles rectangles ABD , ACD 
donneront, suivant l’art. xLii, 

R : sin B AB : AD 
R ; sin C :: AC : AD. 

Dans ces deux proportions , les extrêmes étant 
égaux, on pourra, avec les moyens, faire la pro- 
portion 

sin C ; sin B AB : AC. 

a° Si la perpendiculaire tombe hors du triangle 
ABC , les triangles rectangles ABD , ACD donne- 
ront encore les proportions 

R : sin ABD AB : AD 
R : sin C :: AC : AD: 

d’oii l’on déduit sin Cl sin .\BD *; AB : AC. Mais 
l’angle ABD est supplément de ABC ou B ; donc 
sin ABD = ii>i B; donc on a encore 

sin C : sin B AB : AC. 

xi.v. Dans tout triangle rectiligne le cosituts 
d'un angle est au rayon , comme la somme des 
quarrés des côtés qui mmprennent cet angle 
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moins le quarré du troisième côté , est au double 
rectangle des deux premiers côtés; c'est-à-dire 
qu’on a : 

COJ B : R :: ÂbV BC— Âc‘: a AB X BC, ou cos B=' 

_ AB -f- BC — AC ' 

^ a AB X BC ■ 

Soit encore abaissée du sommet A la perpendi- 
culaire AD sur le côté BC : 

i°Sicetteperpendiculairetombeau-dedansdutrian* * ^ 

gle , on aura* AC = AB -f- BC — aBC X BD; donc BD 

-T' - X I — — » 

_AB-hBC— AC dans le triangle rectangle ABD, . 

d BC 

on a R : JM BAD : : AB : BD ; d’ailleurs l’angle BAD 
étant complément de B, on a jwBAD=:coj B;. donc 
R X BD 


COJ B: 


, ou en substituant la valeur de BD, 
ÂB + BC — ÂC* 


AB 

COJ B = R X 


a AB X BC 

2® Si la perpendiculaire tombe au-debors du trian- 
gle, on aura AC=AB + BC + iBCx BD*;doncBD 
ÂC — ÂB — BC‘ 


a BC 


Mais dans le triangle rectangle 
R X BD 

BAD, on atoujours sin BAD, oucoj ABD — — -j ^ — » 
et l'angle ABD, étant supplément de ABC ou B, on 


a* COJ B = — COJ ABD = 


R X BD 
AB 


; donc en sul>- 


stittiant la valeur de BD, on aura encore 


AB + BC — AC. 
aABxBC 


COJ B R X 


sLvi. Soient A, B, C, les trois angles d’nn triangle 
({aelconqne; a, b, c, les côtes qni leur sont respec- 
tivement opposés, on aura , s^n^'ant cette dernière 
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• ' rt’ -4-e’— î-6‘ 

proposition cos B =R. . Le même princi]>e 

' ‘ 1 C 

étant applique à ehacun des deux autres angles , doo- 

b‘ -f-c‘ — a* 

■ , «M.C 


nert seiiibiablement cot A = R 
a' -^-b‘ — c’ 


% b c 


= R. 


•X a h 


Ces trois formules suffisent seules pour résoudre tous 
.. les ]>robl(-mes de la trigonométrie rectiligne ; rar étant 
données trois des six quantités ona par 

Ces formules les équations nécessaires ponr déterminer les 
trois autres. 11 faut par conséquent que les piincipes déjà 
exposés, et ceux qu'on pourrait leur ajouter, ne soient 
qu'une conséquence de ces trois formules principales. 

En effet, la valeur de cos B donne. .. . . ... . > 

„ ka'c' — (a’-H:*— R* 

sût' B=rR'— cor’ B=R*.^^^ — .r/ 

4 à* c‘ ka'c' 

(aa’i’-|-a<r‘c’-J-aA’ c'—a* — b* — c* ); donc 

Ru. ^ 

—7— =2 abc **^- 4 -»“’ c'-4-a*’ c' — a* — b* — c^) 

Le second membre étant une fonction de <j, b, cj dans 
laquelle ces trois letties entrent toutes également, il est 
clair qu’on peut faire la permutation de deux de ces lettres 

• , , ... «'«B sin A sm C 

• a volonté, et qu ainsi on aura — 7 — =■ =: , ce qui 

, bac 

. est le principe du n° xliv. Et de celui-ci s« déduiraient 

facilement les principes des n« ti.ii et xliii. ' 

* . ^ 
xi.vii. Dans tout triangle rectiligne la somme 

de deux côtés est à leur iliffèrence comme la 

tangente de la demi-somme des angles opposés 

à ces côtés f est à la tangente de la demi-dîDé- 

rence de ces mêmes angles. 

Car «le la proportion AB AC :: sin C : sin B, on 
tire AC -I- AB : AC — AB : : sin B sin C : sin B — sin C 
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Mais , d’après les forraiiles de l'art, xxix , on a 

B+G B— C 

un B+«'/i C ; un E~-sin C ;; t»ng ‘ tang ; 

- a » - - 2 ^ 

donc 

B+C B— C '■ 
AC+AB ; AC — AB :: tang — — ; tang ■ ; 

ce qui est le principe énoncé. 

Avec ce petit nombre de principes , on est en 
état de résoudre tous les cas de la trigonométrie 
rectiligne. 

Résolution des triangles rectangles. 

xtvm. Soit A l’angle droit d’un triangle rectan- 
. gle proposé, B et C les deux autres angles; soit a 
l’hypoténuse b le c 6 té opposé à l’angle B , et c le 
cdté opposé à l’angle C. Il faudra se rappeler que 
les deux angles B et C sont compléments l’un de 
l’autre , et qu’ainsi , suivant les différents cas , on 
peut prendre sin C — coj B, sin B=cos C, et pareil.’ 
lement uing B=zcof C, tang G=cot B. Cela posé, 
les différents problèmes qu’on peut avoir à résoudre 
sur les triangles rectangles se réduiront toujours aux 
quatre cas suivants. 

,, PEEKlEaCAS. 

XL IX. Étant donnés V hypoténuse a et un côté 
b, trouver le troisième côté et les deux angles 
aigus. , 

' Pour déterminer l’angle B, on a la proportion* 
a: b :: R : sin B. Connaissant l’angle B, on connaîtra 
en même temps son complément 100" — B = C; on 
pourrait aussi avoir C directement par la proportion 
a : è ;; R : cos C. . ' 

Quant au uroisièroe côté .c, il peut se trouver de 


'UHI. 
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deux manières. Après avoir trouvé l’angle B , on 
peut faire la proportion* K : cot B b : c, qui don-, 
nera la valeur de c; ou bien on peut tirer directe- • 
ment la valeur de c, de l’équation c' — a' — b' qui 
donne c=\/ (a’ — b'), et par conséquent 

logc=^log{a + b)-i-{log(a — b).,. 


DBDXIEME CAS. 


!.. Étant donnés les deux côtés h et c de V angle 
droit , trouver l'hypoténuse a et les angles. 

On aura l’angle B par la proportion * c : A :: R'i 
tang B. Ensuite on aura C=ioo“ — B. On trouve- 
rait aussi G directement par la proportion b ic y, 
R : tang C. 

Connaissant l’angle B , on trouvera l'hjpoténuse 
par la proportion sin B : R ;; A:a; ou bien on peut 
avoir a directement par l’équation a = v/(^’-j-c*); 
mais cette expression , dans laquelle b' 4- c* ne peut 
se décomposer en facteurs, est peu commode pour le 
calcul logarithmique. 


TEOISIEME CAS. 


Li. Etant donnés l'hypoténuse a et un angle 
B , trouver les deux autres côtés b ef c. 

On fera les proportions R : B :: a : é , R : cos B : : 

a'.c, lesquelles donneront les valeurs de A etc. Quant 
à l’angle C, il est égal au complément de B. 


QUATBIEME CAS. 




Lit. Etant donné un côté b de l'angle droite 
avec l’un des angles aigus, trouver V hypoténuse 
et l’autre côté. 

Connaissant l’un des angles aigus on connaîtra 
l’autre, ainsi on peut supposer connus le cAté b, et 
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l’angle opposé B. Ensuite , pour déterminer a et c, on 
aura les proportions 

. . sin B : R R : cor B :: b \c. • . 

Résolution des triangles rectilignes en 
général. 

Soient A, B, G, les trois angles d’un triangle rectiligne 
proposé, et soient a, b, c, les côtés qui leur sont res^ 
pectivement opposés : les différents problèmes qui 
peuvent avoir lieu pour déteiminer trois de ces quan- 
tités par le moyen des trois autres, se réduiront tou> 
jours aux quatre cas suivants. 

PHEMIEB CSS. 

Mil. Etant donnés le côté a et deux des angles 
du triangle, trouver les deux autres côtés b et c. 

Les deux angles connus feront connaître le troi* 
sième , ensuite on trouvera les deux côtés b etc par 
les proportions*, 

sin A : sin B :: a : b. • ‘ 

. ' • ‘sinA '. sinC, n : c. - . 

* < ■ « . . . • 

DBUXIÈMB CA S. 

\ 

Liv. Etant donnés les deux côtés a et h, avec 
l'angle A opposé à l'un de ces côtés, trouver le 
troisième côté c et les deux autres angles B et C. 

On trouvera d'abord l'angle B par la proportion 
n : ô :: sin A : sin B. 

Soit M l’angle aigu dont le sinus = ^ - , on 

pourra , d’après la valeur de itW B, prendre ou B=M 
ou B = 100° — M. Mais ces deux solutions n’auront 
lieu qu’autant qu’on aura à la fois l’angle A aigu et 
&>a. Si l’angle A est obtus, B ne saurait l’étre* 
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ainsi il n’y aura (pi’une solution; et 'si A ëtant aigu 
on a b < il n’y aura non plus qu’une solution, - 
p&rce qu’alors on a M < A , et qu’en faisant B = 
aoo" — M , on aurait A -|- B > aoo" , ce qui ne peut 
avoir lieu. 

Connaissant les angles A et B, on en conclura le 
troisième G. Ensuite on aura le troisième cdtë c par 
la proportion •' 

• sin A : sin C •; a ; c. 


a b < 


coi A 

“IT 

‘ , b eos a f b* sin’ A.\ 

•,quidonnec — l-v/t a' — ■ J. 


Ou |>«ut aussi déduire c directement de l’équation 


Mais cette valeur ne peut se calculer par logarithmes qu’au 
moyen d’un angle auxiliaire M ou B, ce qui rentre dans 
la solution précédente. 


TBOISIKME CAS. 


Lv. Etant donnés deux côtés n eth avec l’angle^ 
compris (> , trouver les deux autres angles A et 
B.éf^ le troisième côté c. 

Connais.sam l’angle C, on connaîtra la somme des 
deux autres angles A B = aoo" — C et leur demi- 
somme-; (A-J- B)=rioo“ — -j-C. Ensuite on calculera 
la demi-différence de ces mêmes angles par la' pro- 
. jrorrion* 

a-\-h',a~—b fang^^A B) ou cor-jC î tang\ (A— B) 
où l’on suppose <r> & et par conséquent’A > B. 

Ayant trouvé la demi-différence ^ (A — B), si on 
l’ajoute à la demi-somme j (A-+-B), on aura le plus 
grand angle A; si au contraire on retranche 1a demi- 
diffcrence dé la demi-somme, on aura le plus petit 
angle B. Car, A et B étant deux quantités quelcon- 
ques, on a toujours 

A = i(A-f-B)-^i(A~B) 

B=f{A + B)-f{Aj-B 
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r^es angles A et n étant connus, pour avoir le troi' 
sîème côté c, on fera la proportion 
sin A : sin C :: a : c. 

Lvi. Il arrive souvent dans les calculs trigonométriques 
que deux côtés a et b sont connus par leurs logarithn>es i 
alors pour ne pas être obligé de chercher les deux nombres 
' correspondants , on cherchera seulement l’angle ip par la 
proportion b : a y R : tangrf. L'anglef sera plus grandque 
5o", puisqu'on suppose a >ô; retranchant donc So° de f 
on fera la projM)rtion R : tang — 5o“ ) :: cotj C ; tang 
— B), d'où l’on déterminera comme ci-dessus la valeur 
de A — R), et ensuite celles des deux angles A et B. 

Cette solution est fondée sur ce que (f — 5o“)cr: 

R* ranf 9 — R’rang^5o°. nR r o i> 

— » nr tango — -. — etfn/^5o“ = R; 

’ R’ -<-rflng9fa/^5o® ' b 

R(a— ô). 

donc tang{o — 5o“)=: » donc a-\-b‘.a — ô;:R; 

a-\-b 

tang{^ — 5o“) :; col -j C : tong ' 7 (A — B). 

Qnant au troisième côté c , il peut se trouver directe* 


ment par l’équation 


cosC — c* 


•i a b 


, qui donne e= 


v/(' 


R 

a'-p-é*. — aoôcofC^^ Mais cette valenr n’est pas com- 
mode à calculer par logarithmes , à moins que les nombres 
qui représentent a, b, et eos C , ne scient très-simples. 

Il est à remarquer que la valeur de c peut aussi se mettre 
sons ces deux formes : c= 


\/ [("—*)' 


-|-4aô 




R* 


cw’iCI 


ce qui se vérifie aisément au moyen des formules stn'^ C = 
7 -H’ — ;R cos C, f<M* 7 C=v R* -t- 7 R cos C. Ces valeurs 
seront particulièrement utiles, lorsque l’angle C étant très- 
petit, ainsi que a — b, on voudra calculer c avec beaucoup 
de précision. 1.41 dernière fait voir que c serait l’hypoténuse 

sin 7 C 

d’un triangle rectangle formé sur les côtés {a-\-b — j — 
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et (u—b) 


coi^C 


et c'est ce qu'on peut aussi trouver par 


une construction fort simple. 

Soit CAB le triangle proposé dans lequel on connaît lea 
deux côtés CB=<s, CK—b, et l’angle compris C. Du point 
C comme centre et du rayon CB égal au plus grand des deux 
côtés donnés , décriver une circonférence qui rencontre en 
D et E le côté CA prolongé; joignez BD, BE, et menez AF 
perpendiculaire à BD. L’angle DBE inscrit dans la demi- 
circonférence sera un angle droit , ainsi les lignes AF, BE, 
seront parallèles, et on aura la proportion BF : AE :: DF : 
AD tt cos D;R. On aura aussi dans le triangle rectangle 
DAF , AF : DA sm D : R. Substituant donc les valeura 
DA=DCH-CA=ra-fA, AEr=CE— CA=o— ô, D=^C, 
on aura v 

Af_(^+*)« 2^ (a_ô)co^ 

R ’ “ R ■ 

Donc en effet le troisième côté AB du triangle proposé 
est l'hypoténuse du triongle rectangle ABF, dont les côtés 

, . . sm ~ C , cos •; C 

sont (a-f-ô) — ^ — et (^a~b ) — — — . Si dans ce même 

triangle on cherche l’angle ABF opposé an côté AF, et 
qu'on en retranche l’angle CBDzr^C, on aura l’angle B 
du triangle ABC. De-li on voit que la résolution du trian- 
gle ABC , dans lequel on connaît les deux côtés a et ô et 
l’angle compris C , se réduit immédiatement à celle du 
triangle rectangle ABF, dans lequel on connaît les deux 


côtés de l’angle droit , savoir : AF ( a ô ) 


sut 4 : C 


BF = (a— ô) 


coriC 


Ainsi , par cette construction , on 


pourrait se passer de la proposition du n® 47. 


QnaTBiKME cas. 


Lvn. Etant donnas les trois côtés a, b,c, trou- 
ver les trois angles A , B , C. 

I/angle A , opposé au côté a , se trouve par la for- 
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mule C 05 A = R.^ et on déterminera sem- 

3 bc 

hlablement les deux autres angles. Mais on peut ré- 
soudre ce même cas par une formule plus commode 
pour le calcul logarithmique. 

Si on se rappelle la formule R’ — R roj A = 

a sûi* ^ A, et qu’on y substitue la valeur de 

A -..AD* — c’4-a*c 

C05 A, on aura a sm 7 A = H . — — 


a be 


R. a’—jb—cy (a + 6— c) {a — b + c) 


3 bc 


3 bc 


Uonc 


sin 


sin ;A=Ry/ : — iy boit, pour 

abréger {a b + c) =z p , ou a + b c=^ p , on 
auraa-|-^ — c=.^p — ac,o — b-^c-=!ip — a &;donc 

iA = Rv/((£^iM). ^ 

Formule qui donne aussi la proportion 

bc'.i^p — b'){^p — c) : ;R* :ji»’ - j A jV 

et qui est facile à calculer par logarithmes. Con- 
naissant le logarithme de sin ^ A, on connaîtra 7 A 
dont le double sera l’angle cherché A. On pourra 
faire de même par rapport à chacun des deux autres 
angles B et G. 

Il y a d'autres formules également propres à résou- 
dre la question. Et d’abord la formule R* R cos A — 

. , i* -4-c* -J -3 6c — fl* 

a c<w 7 A donne coi»* f A“R*. ; = R*. 

• 4 bc 

= R-. Mai. en 

46c b bc 

faisant toujours a -p6-|-c=:a/' , on a b-\-c—a—%p — aa; 

donc 

^ ^ - rw-7 A — i\i^ I 
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Celte yaleur ëtant ensuite combinée ayec celle de sin^k 

R tin { A 


donnera une autre formule, car ayant tang'Lk — . 


on en tire 


CO( 3 A. 


tang^ Kz=.K\/'(^ 1 \ - • 

\ PP— a J 

i 

Exemples de la résolution des triangles 
rectilignes. 


LTtii. Exemple I. Supposons qu’on veuille avoir 
la hauteur d’un édifice AB , dont le pied est ac- 
cessible. 

Ayant mesuré sur le terrain , supposé à-peu-près . 
de niveau, une base AD qui ne soit ni très-grande ni 
très-petite par rapport à la hauteur AB, on placera, 
en D le piçd du cercle ou de l’instrument quelconque 
avec lequel on doit mesurer l’angle BCE formé par ' 
la ligne horizontale CE parallèle à AD, et par le 
rayon visuel CB dirigé au sommet de l’édifice. Sup-, 
posons qu’on ait trouvé AD ou CE = 67. 84 mètres 
et l’angle BCE= 45 “ 64' ; pour avoir BE, il faudra 
résoudre le triangle rectangle BCE dans lequel on ' 
connaît l’angle C et le côté adjacent EC. Ainsi » 
d’après le cas rv , on fera la proportion R : tang 45 " 64 ' 
67.84 : BE. . ' 

■ -1 . - ■ . ï' 

- L. 9.94o3a«3 ' 

L. 67 .84 . , 1 .8ÎI4858 

, W' • 

Soimne — éa- R .... 1.77181a! 

A 

Ce logarithme répond à 5 p. i 3 o, ainsi on a BE = 
5 p". i 3 . Ajoutant à BE la* hauteur de l’instrument - 
CD ou AE que je suppose i™. la, on aura la hau- 
teur cherchée AB^6o“. a5. ■ ' 

. Si dans le même triangle BEC on veut connaître » 
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l’hypoténlue BC,od fera la proportion cos 4 ^° 64 ' 
: R;; 67:84:80. 

. »L. R +L- 67-84 .... iî. 83 i 48 <i 8 w 
L. cor 45* 64' ...... 9.8771784 

- . Différence 1 >9641074 =^L. BC. 

Donc 80=89"*. 993. 

Tf. B. Si l’on ne voyait que le sommet B de l'édifice on 
du lien quelconque dont on veut connaître la hauteur, on 
déterminerait la distance BC comme U sera dit dans 
l’exemple suivant : cette distance et l’angle connu BC£ 
suffisent pour résoudre le triangle rectangle BCE , dont le 
c 4 té BE augmenté de la hauteur de l’instrument , sera la 
hauteur demandée. 

. -, 

LU. Exemple II. Pour avoir sur le terrain la dis- 
tance du point A à un objet inaccessible 8 , on me- 
surera une base AD et les deux angles adjacents 
8 AD , ADR. Supposons qu’on ait trouvé AD = 
588 “. 45, BAD=ii 5 ” 48' et 8 DA = 4 o<> 8 ' , on en 
conclura le troisième angle A 8 D = 44 “ 44 ' 5 pour 
avoir AB , on fera la proportion sin ABD : sin AD 8 
::AD:AB. ' ‘ , 

A* L. AD a. 7697096 

: ■ V ,L. sin ADB. . . . • .; • 9-7691)689 

' Somme. ....... > . . a . 6396786 - 

' L. tin ABD. .' . . . 9.8o8o3i4 

L. A B. ........ . 1.7316471 

Donc la distance cherchée AB= 539“ . 07 

Si , pour un autre objet inaccessible C , on a 
trouvé les angles CAD = 39° 17' , ADC= i 3 a“ 83 ', 
un en conclura de même là distance = i^oà"*- 3 a. 

,LX. Exemple 111 . Pour trouver la distance entre 
deux objets inaccessibles 8 et C , on déterminera AU 
et AG, comme dans l’exemple précédent, et on aura 
en même temps l’angle compris BAC = BAD — 



V 


£g.«. 


fi«. 8. 
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DAC (i). Supposons qu’on ait trouvé AB 07 ; 
AC=iaoa“. 3a, et l’angle BACm-^ô® 3i';pour 
avoir BC , il faudra résoudre le triangle BAC dans 


lequel 

on connaît deux côtés 

, et l’angle compris. 

Or , d’après le troisième cas 

, on a la proportion 

AC AB ; AC — AB uing — : lang — ^ > ou 

1741 . 

3 p : 663 . a 5 :: tang 6 i® 

Q/» . ® — C 

84 tang——. 


L. 663 . a 5 

. a. 8 at 6773 ' 


L. tang 6i* 84' i • • • • 

. 10.1654748 

•y» 

Somme 

. 13.9871521 

• 

L. 1741-39 

. 3 . 3408960 


B — C 



L. tang—— . . . . . 

. 9.7463561 


B — C ' 


Donc. 

a 

33 * 37', 8 

B-l-C 

on #ae»*n- •• — - 

a 

61*84', 5 

Donc . 

. . . B — 

94* aa', 3 

et. i • 


> 9 * 46'- 7 


Maintenant, pour avoir. la distance BC, on fera la 
’ proportion sin B : sin A :: AC : BC, ou ' 

süi g 4 ° 3 a'. 3 : sin 76 “ 3i ' : : laoa*®. 3a : BC 


• 

L. 1303. 3a ... . 



- 

L. tin 76 ’ 3i ' . . . 




Somme . . . ; 




L. sin 94 * aa ' , 3 . . 




L. BC 




Donc la tlistance cherchée BC= 1 ia4“. 66 . 


( 1 ) Il poarrait arrÎTer qne les qnaire poinis A , B, C ,D, ne fussent 
pas dans nn même plan ; alors l'angle BAC ne semit pins la dilKrenea 
.entre BAI) et DAC, et il fandiaii avoir, par une mesure directe, la 
ralenr de cet angle: i cela prés ,. l'opération serait la même. 
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Lxi. ‘Exemple IV. Trois points A, B, C, étant 
donnés sur la carte d’un pays , on propose de déter- 
miner la position d'un quatrième point M , d’où on au- 
rait mesuré les angles AMB, AMC; les quatre points 
étant supposés dans le même plan. 

Sur AB décrivez un segment AMDB , capable de 
l’angle donné BM A j sur AC , décrivez pareillement un 
segment AMC capable de l’angle donné AMC; les 
deux arcs se couperont en A et M, et le point M sera 
le point requis. Car les points de l’arc AMDB sont les 
seuls d’où l'on puisse voir ,\B sous un angle égal à 
AMB; ceux de l’arc AMC sont les seuls d’où l’on puisse 
voir AC sous un angle égal à AMC; donc le point M, 
intersection de ces deux arcs, est aussi le seul d’où 
l’on puisse voir à la fois AB et AC sous les angles 
AMB, AMC. 11 s’agit maintenant de calculer trigono- 
métriquement la position du point M, d’après cette 
"construction. 

Soient les données AB = a 5 oo“, AC==yooo“, 
BC^ÿooo™, AMB = 3 o" 8o', AMC = 121" 4 o*. 
Dans le triangle ABC , où l’on connaît les trois 
côtés, on déterminera l’angle BAC* par la formule 

s/n’ 7 .A = R’. ; d’où l’on tire a logsin~A= 

' 2500.7000 ^ ’ 

19.9384483, /og's//i7A=y.y69aa4i ,7 A=y 6 “ 3 i ‘. 5 » 
et enfin A=i 5 a'* 63 '. Tirez le diamètre AD et joi- 
gnez DB ; dans le triangle BAD rectangle en B, 
on aura le côté BA — aSoo , et l’angle opposé BDA 
=^BMA = 3 o'’ 80'; d’oii résulte l'hypoténuse AD 

= 5374*” • 6 . Tiiaiii do même le diamètre 

AE et joignant CE, on aura un triangle rectangle 
CAË dans lequel on coiinai't le côté AC ^ 7000 , et 


. tàlGOROlIBVfttS 

l’flngle adjacent CAE=AMC — foo"==ai®4o'î 

l’on conclura AEn=^-^^^ = 74*5“- 
cos r.AF. ' ’ 

Maintenant si l’on tire MD et ME , les deux angles 
AMD, AME, étant droits, la ligne DME Sera 
droite, il reste donc à résoudre le triangle DAE dans 
lc(|iicl la ligne AM, dont il faut déterminer la gran- 
deur et la position, est perpendiculaire à DE. Or, 
dans ce triangle on a les côtés donnés AD = 5374-^1 
AE = y4t5, et l’angle compris DAE=BAC -f- CAE 
— DAli=io4”83'. De-làon conclura l’angle ADE= 
56” 93 ' ; et enfin par le triangle rectangle DAM on 
aura AM=r. 4 i 90 ‘°. 83. Cette distance et l’angle BAM 
= 112 " 27 ' déterminent entièrement la position du 
point M. 

Nota. >Si on -veut calcnler les mêmes exemples au mojen 
des tables construites suivant l'ancienne division du cercle, 
il faudra changer comme il suit l'expression des angles 
donnes on calculés; du reste toutes les valeurs logarith- 
’miques et celles des cétés resteront les mêmes. 

Exem/tie 1. Angle donné BCE= 4 i“ 4 ' 33 '. 6, ou sim- 
plement BCE=/) 1" 4 ' 3 o', car dans ces sortes d’opérations, 
quelques secondes de plus ou de moins dans les angles, 
n’inOueiit pas sensiblement sur les distances qu'on veut 
déterminer. 

Ex. 11. Angles donnés BAJLlïs: loi" 55 ' 55 ". a, BDAsSâ" 
4' 19". a, ABD=V 59' 45". 6 ,CaD = 35 “i 5 ' lo '.8, 
ADC= 119“ 3 a' 49". a. ' 

£r. III. Angle donné B AC = 68" 40' 44". 4, ' ■ 

Angle conclu i(B + C) = 55 ‘’ 39' 37”. 8. 
Angles calculés t (B — C) = a9® 8' a4". 7 
B = 84" 48’ a". 5 , C=a6® 3 i' i 3 ". I. 

Ex. IV. Angles donnés AMB = a7" 43 ' la", AMC=I09® 
i 5 ' 36 ", Angles calculés A = 137* aa' i". a, DAE=94* 
»o' 49",a® BAM = ioi® a' 34 ". 8. 
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' Principes pour la résolution des triangles 
sphériques rectangles. 

Lxn. Dans tout triangle sphérique rectangle, 
le rayon est au sinus de P hypoténuse, comme 
le sinus d’un des angles obliques est au sinus du 
côté opposé. 

Soit ABC le triangle sphérique proposé , A son 
angle droit , B et G les deux autres angles que nous 
appellerons angles obliques , et qui cependant pour- 
raient être droits l’un ou l’autre, ou tous les deux; je 
dis qu^on aura la proportion R ; sin BC : ; sin B : sin AC. 

Du centre O de la sphère , menez les rayons OA , 
OB , OC ; prenez ensuite OF égal au rayon des tables , 
et du point F menez FO perpendiculaire sur OA ; la 
ligne FD sera perpendiadaire au plan OAO, puisque, 
par hypothèse, l’angle A est droit, etqu’ainsi les deux 
plans O AB , QAC sont perpendiculaires entre eux. Du 
point D menez DE perpendiculaire sur OB , et joignez 
EF ; la ligne EF sera aussi perpendiculaire sur OB » 
et ainsi l’angle DEF mesurera l’inclinaison des deux 
pUns OBA , OBC , et sera égal à l’angle B du triangle 
ABC. Cela posé dans le triangle DEF rectangle en D , 
on a U. : sin DEF :: EF : DF ; or l’angle DEF=r B, et 
puisque OF =R , on a EF =sin EOF =sin BC , DF— 
sin AC. Donc R : sin B sin BC : sin AC, ou 

‘ R : sin BC :: sin B : sin AC. 

Si on appelle a l’hypotén use ou le cêté opposé à l’angle 
droit A, 6 le côté opposé à l’angle B, c le côté opposé 
à l’angle C , on aura donc 

' R ; sin a .: sin B : sin b .: sin G : sin c, 
ce qui fournit déjà deux équations entre les parties du 
triangle sphérique recungle. 
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txiii. Dans tout triangle sphérique rectangle" 
le rayon est au cosinus d’un angle oblique , 
comme la tangente de l’hypoténuse est à la 
tangente du côté adjacent à cet angle. 

, Soit toujours ABC le triangle proposé rectan- 
gle en A, je dis qu'on aura R ; cos B :: tisng BC : 
long AB. 

Car en faisant la même construction que ci-dessus, 

le triangle rectangle DEF donne la proportion 

R : cos DEF EF : ED. Or on a DEF = B, EF = 

sin BG, OE — COJ BC , et dans le triangle OED 

' X T7 T\Tf O E tang D O E 

rectangle en E , on a D E = ^ = 

cou EÇ. tang k.E „ • nr- 

—-5 — ; donc R : coj B :: sw BC^ 

R 


6g. lo. 


: tang AB, ou enfin 


cot^C tang A.E R ///i BC 
R ” cor BC 

R : COJ B BC : AB. 

'Si on fait comme ci-dessus BCi=a et AB=: o 
on. aura R : cos B :: tang a : tang c , cm cos B = 

Etang c tangccota . » ‘ * ■* i* 

• tanga ~ — ^^"R même principe appli- 
qué à l’angle . C , donnera "cos C = — 

tang b cot a . •■ _ ■ 

ixiv. Dans tout triangle sphérique rectangle 
le rayon est au cosinus d’un, côté de V angle 
droit, comme le cosinus de Vautre côté est au 
cosinus de l’hypoténuse. . . ' 

Soit ABC le triangle proposé rectangle en A', je 
dis qu’on aura R: cos AB cos. AC :: cos BC. 

Car la construction étant là même que, dans les 
deux propositions précédentes , le triangle ODF 
rectangle en D , où l’on_ a l’hypoténuse OF = R , 
on aura OD — coj DOF=^coj AC; ensuite le. 
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triangle ODE rectangle en E , donnera O E =:l 

OD eos DOE cos AC cos AU i i 

= . Mais dans le tnan- 

R R 

gle rectangle OEF, on a OE = cos B G ; donc 
cos A C cos A B 

qui 


ou , ce 


revient au 


cos B C = 
même, 

R : cos AC :: cos AB : cos BC. 

Ce troisième principe s’exprime par l’équation 
R cos a = cos b cos c; il n’est pas susceptible d’en 
fournir une seconde , comme les deux précédents > 
parce que la permutation faite entre b cl c n’apporte 
aucun changement k l’équation. 

LXT. Au moyen de ces trois principes généraux, 
on en peut trouver trois autres nécessaires pour la 
résolution des triangles sphériques rectangles. Ces 
derniers principes pourraient se démontrer direc- 
tement , chacun par une construction particulière > 
mais il est préférable de les déduire des trois premiers 
par voie d’analyse , ainsi qu’on va le faire. 

K sût b _ R tane h 

— , cos C = 2- 

sin a tanga 

cos C * tang b sin a 


Les équations sin B=- 
donnent par leur division 


sin B sin b tang a 


cos a , . ... cos c „ 

= ( suivant le troisième principe ) — — . On 


cos b ' , , ‘ ‘ ' R 

a donc ce quatrième principe ' 

sin B : cos C : : R : cos c , 

duquel résulte aussi par la permutation des lettres 
sin C : cos B •: R : cos b. 


Le 
sin B : : 
sin B 


premier 
R sin h 


et le second principe donnent 


cot B 


ou 


sin a ' 
tang B 


cos 


B = ^ ; de là on déduit 


tanga 

sin b tang a R sin b 

sin a tang c cos a tang c 


(en vertu du troisiènte pnncipe} 


R*«n b 


cos b cos c tangc 
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tf)rt£^ Donc on a pour cinquième principe l’équa- 
iin c 

,, R tang b 1* 1 ■ 

tion laiiÿ B = — T— ^ , ou 1 analogie 

Il : tang B : : sin c : tang b ; 

d’oü résulte aussi par la perniuUtion des lettres: 

Il : long C, y. sin b : tang c. 

Enfin ces deux formules donnent tang B tang C = 

R iang b tang c _ R _ ^ vertu du troi- 

tin b iin c cos b cos. c 

R* 

sième principe) Donc R' =cos a tang B tatigÇ.^ ' 

ou col B col C R cos a , ou 

tang B : col C :: K : cos a. 

C’est le sixième et dernier principe : il n’est pas 
susceptible de fournir une autre équatiol:, parce que 
la permutation entre C et R n’y produit al.cun chan- 
geméid. 

Voici la récapitulation de ces six principes dont 
quatre donnent cbacun deux équations i 

l. R sin b = sin a sin B > R sût c =. sin a sin C 
II. R tang b Sang a cos C , R.tangcz=tangarosh 

m. R cos a = cos b cos c, 

' IV. R cas B = sin C cos ^ , R cos C — sin B cos c 

V. R tang b = sin c tang B , R iangczn sin b tang C 

VI. R cos a=z cot 6 col C 

11 en résulte dix équations contenant toutes les rela- 
tions qui peuvent exister entre trois des cinq éléments 
B, C, a, b, c; de sorte que deux de ces quantités 
élant connues àvec l’angle droit, on connaîtra immé- 
diatement la troisième par son sinus, son cosinus., 
sa tangente ou sa cotangente. 

i.xvi. 11 est à remarquer que lorsqu’un élément 
sera déterminé par .son sinus seulement , il y aura 
deux valeurs de cet élément, et par conséquent. deux 
triangles qui satisleront à la question. Car le mênie^ 
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sîiius qui convient à un angle ou à un arc, convient aussi 
à son supplément. Il n'en est pas tle même lorsque 
l’élément inconnu sera déterminé par son cosinus, sa. 
tangente ou sa cotangente. 41 ors on pourra décider, 
par le signe de cette valeur , si l'élément dont il 
s’agit est pliis grand ou plus petit que 100" ; l’élément 
sera plus petit que loo", si son co.sinus , sa tangente 
ou sa cotangente a le signe + ; il .sera plus grand que 
loo" , si l’une de ces lignes a le signe — . On pourrait 
aussi établir sur ce sujet des préceptes généraux qui 
ne .seraient que des conséquences des six équations 
démontrées. 

Par exemple, il résulte de l’équation R cos a = 
cos b cos c, que les trois côtés d’un triangle sphérique 
rectangle sont tous moindies que 100" , ou que des 
trois côtés deux sont plus grands que lou" , et le troi- 
sième moindre. Aucune autre combinaison ne peut 
rendre le signe de cos b cos c pareil à celui de cos a , 
comme cette équation l’exige. 

De même l’équation R tang c — sin b long C , où 
sin b est toujours positif, prouve que tang C a tou- 
jours le même signe que tang c. Donc dans tout 
triangle sphérique rectangle un angle oblique et le 
côté qui lui est opposé , sont toujours de la même 
espece; c’est’à-dire , sont tous deux plus grands ou 
tous deux plus petits que 100”. 

Résolution des triangles sphériques rectangles. 

Lxvii. Un triangle spliérique peut avoir trois angles 
droits, et alors ses trois côtés sont de 100" ; il peut 
avoir deux angles droits seulement, alors les côtés op- 
posés sont tous deux de loo" , et il reste un angle avec 
le côté opposé qui sont mesurés l’un et l’autre par le 
même nombre de degrés. Ces deux sortes de triangles 
ne peuvent, comme on voit, donner lieu à aucun pro- 
blème i on peut donc faire abstraction de ces cas parti- 
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culieis , pour ne considérer que les triangles qui ont 
un angle droit seulement. , 

Soit A l’angle droit, fi et C les deux autres angles 
qu’on appelle angles obliques, soit a l’Hypoténuse 
opposée à l’angle A , ^ et c les côtés opposés aux 
angles fi et C. Etant données deux des cinq quantités 
fi, C, a, b, c, la résolution du triangle se réduira 
toujours à l’un des six cas suivants. 


PREMIKB CAS. 






Lxviii. Etant donnés l'hypoténuse a'et un 

côté b , on trouvera les deux angles 15 et C et 

le troisième côté c par les équations 

n R «‘«6 tangbcota R, 

stn fi = — : , COJ c = — , COJ c = — 


^ R ’ " ctu b 

L’angle C ne peut laisser aucune incertitude, non plus 
^ que le côté c; quant à l’angle fi, il doit être de même 
espèce que le côté donné b. 


DKUXIKMR CAS. 


LXJx. Etant donnés les deux côtés de l’angle 
droit 1j Cf c , on trouvera l'hypoténuse a et les 
angles B cf C par les équations 


rof o = 


cos b cos c 


R 




R b R tang c 

3 — r-^, tang Cz= 

sine " sin b 


Il n’y a dans ce cas aucune ambiguité. 

TROISIÈME CAS. 

Lxx. Etant donnés l'hypoténuse a et un angle 
B, on aura les deux côtés h et cet l'autre angle 
C par les équations ' 

tinasin^ tanga cash cosatang^ 

* R ’ ïî » cotC= — . 

Les éléments c et C sont déterminés sans ambiguité 
par ces formules; quant au côté b, il sera de même 
espèce que l’angle B. 


■J * ' - • ' 
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Lxxi . Etant donné le côté de l’angle droit b 
avec V angle opposé^, on trouvera les trois autres 
éléments a , c C par les formules 


ftn a : 


R sin b 


■ , sin c : 


tang b eot B 


sin C — • 


R cos B 


sin B R cos b 

Dans ce cas, les trois éléments inconnus sont déter- 
minés par des sinus, ainsi la question est susceptible 
de deux solutions. Il est évident en effet que le trian- 
gle A BC et le triangle A B'C sônt tous deux rectân- ** **• 
gles en A, ont tous deux le même côté AC = b et le 
même angle opposé B = B'. An reste, les valeurs 
doubles doivent se combiner de manière que c et 
C soient de la môme espèce; ensuite l’espèce de c et 
b détermine celle de a par l’inspection de la formule 
cos b cos c=R cos a, mais la valeur de a se déter- 
minera directement par l’équadon sin a = 

c'iNQClÈMECAS. ' .. 

I.XXII. Etant donné un côté de l'angle droit b 
avec l’angle adjacent C , on trouvera les trois 
autres éléments a , c , B , par les formules 


oof b cos G 

col a — , lange 


sin b tangC 


, cof B: 


cos b sin C 


R R ’ R 

Dans ce cas il ne peut rester aucune incertitude sur 
l’espèce des éléments inconnus. 


SIXIEME CAS. 


Lxxiii. Etant donnés les angles obliques B et 
C , on tiouvéra les trois côtés a , b , c , par les 
formules 


col B col C 


, cos b : 


R cos B 


• , cos c : 


R cos C 


R ’ sin C ’ sin B 

Et dans ce cas il ne reste encore aucune incertitude. 
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^ Exxrv. triangle sphérique dont A , B , G , sont 
. les angles, et a , b, c\e& côtés opposés , répond tou» 
jours à un triangle polaire dont les angles sont sup- 
pléments des côtés a, b , c , et les côtés suppléments 
des angles A , B , C ; de sorte que si on appelle 
A', B', G', les angles du triangle polaire, eta', b' , c!, 
les côtés opposés à ces angles, on aura , 

1 A' = 200’ — a,B'=;aoo'’ — ô, C'= 200"-^c ^ 
fl' = aoo‘’ — A, ô' = 2 oo" — B,c' = 2 oo" — G. 

, Gela posé, si un triangle spliérique a un côté a égal 
au quadrant , il est visible que l’angle correspondant 
A’ du triangle polaire sera droit, et qu’aiusl ce trianr 
gle sera rectangle. Donc les deux données qu’on doit 
avoir, outre le côté de loo" , pour résoudre le triangle 
proposé, serviront à trouver la solution du triangle - 
polaire, et par suite celle du triangle proposé. On 
pourrait tirer de là des formules semblables aux pré- 
cédentes pour résoudre directement les triangles 
'sphériques qui ont un côté de ioo°. - 

. Un triangle isoscèle se partage en deux triangles 
rectangles égaux dans toutes leurs parties , ainsi la 
résolution des triangles sphériques isoscèles dépend 
encore de celle des triangles sphériques rectangles. 

Soit ABC un triangle sphérique, tel que les deuil 
côtés AB, BG soient suppléments l'un de l’autre; si 
un prolonge les côtés .AB , AG jusqu’à leur rencontre 
, en D , il est clair que BG et BD seront égaux comme 
éunt suppléments d’un même côté AB ; d’ailleurs il - 
est visible que les parties du triangle BGD étant Con- 
nues, on connaît celles du triangle ABG qui est le 
reste du fuseau AD , et vice versa. Donc la résolution 
, -idu triangle ABG, dans lequel deux côtés, font en- 
semble 200”, se réduit à celle du triangle isoscèle 
BGD, ou à celle du triangle rectangle BDE qui est la 
moitié de GBD. . ' ' 
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Lorsque les deux côtés AB, BC, sont suppléments 
Tun de l’autre, il faut que les angles opposés ACB, 

BAC, soient aussi suppléments l’un de l’autre; car 
BCD est supplément de BCA ; or BCD==D= A. Donc 
on ne peut avoir a-f-c = aoo", sans avoir en même 
temps A C = aoo” , ce qui est réciproque. 

De là on voit que la résolution des triangles sphé- 
riques rectangles comprend , i® celle des triangles 
sphériques qui ont un côté égal au quadrant; a® celle 
des triangles sphériques isoscèles ; 3® celle des trian- 
gles sphériques dans lesquels la somme de deux côtés 
est de aoo", ainsi que celle des deux angles opposés. 

Principes pour la résolution des triangles 

sphériques en général. ’ 

Lxxv. Dans tout triangle sphérique les sinus 
des angles sont comme les sinus des côtés opposés» 

Soit ABC un triangle sphérique quelconque, je dis 
qu’on aura sm B : sin C sin AC : sin AB. 

Du sommet A abaissez l’arc AD perpendiculaire 
sur le côté opposé BC, les triangles rectangles ABD, 

ACD donneront les proportions 

sin B : R sin AI) ; sin AB 
R : sin C sin AC : sin AD. ' 

Multipliant ces deux proportions par ordre et omet- 
tant les facteurs communs , on aura 

sin B : sin C :: sin AC : sin AB. 

Si la perpendiculaire AD tombait au dehors du triait- ' *8- 
gle ABC, on aurait les deux mêmes proportions 
dans l’une desquelles sin C désignerait sin ACD; 
mais comme l’angle ACD et l’angle ACB sont sup. 
pléments l’un de l’autre, leurs sinus sont égaux; 
ainsi on aurait toujours sin B ; sin C ;; s'ui AC: sut 
AB. . ' • 
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- Soient a, b, Cj les côtés opposés aux angles A, B, C, 
chacun à chacun , on aura , suivaut cette proposition^ 
sin A : sin a sin B : sin b sin C : sût c; ce qui 
donne la double équation : 

sin h. sut B sin C - ' r 

sin a ~~~ sin b ùn c 

f 

Lxxvi. Dans tout triangle sphérique le cosinus 
d’un angle est égal au quarré du rayon multi- 
plié par le cosinus du côté opposé , moins le 
produit du rayon par les cosinus des côtés adja- 
cents, le tout divisé par le produit des sinus de 
ces mêmes côtés : c'est-à-dire qu'on a pour l’an- 

/ „ t R’cofc — 'Kcosaeosb 

gle C, par exemple, cos L. = : ; 

" t s sut a sut b 

On aurait semblablement pour les deux autres 

, . R’ CO» a — K cos b cos c _ 

angles, cos A = ^ , et cos B = 


sut b sin e 


R’ cos b — R 


co,f a cos c 


stna stnc 


Soit ABC le triangle proposé dans lequel on fait 
BC = û, ^AC = A, AB = c. Du point O, centre de 
la sphère, tirez les droites indéfinies OA, OB, OC; 
prenez OD à volonté, et par le point D, menez DE 
dans le plan OC A et DF dans le plan OCB, toutes 
deux perpendiculaires à OD, lesquelles rencontrent 
en E et F les rayons OA, OB, prolongés; enfin 
joignez EF. 

L’angle D du triangle EDF est par construction 
la mesure de l’angle que font entre eux les plans 
OC A, OCB, ainsi l’angle EDF est égal à l’angle C 
du -triangle sphérique AC B : or dans les triangles 
DEF , OEF, on a* 

cwEDF DË’-»-iÏF— Ë f’ 


R 


aÜE.DF 
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CW EOF _ ÔÊ + OF— ËF* 

R~^~ »OE.OF 


-I- • 

Prenant dans la seconde la valeur de EF, et la 
substituant dans la première, on aura 

CW EDF iTËVdF— Ô l’— Ô fV aOE.OF 


R “ aDE.DF 

Or OE — DE = OD et OF — DF = OD , on a donc 


.cos EDF = 


OE.OF.cw EOF — OD.R. 
DE. DF 


Il ne s’agit plus que de substituer dans cette équation 
les valeurs relatives au triangle sphérique : or on a 


EDF = G, EOF = AB = c, 

R OF_ R R 

fin b’ DF fin DOF fin a’ 


OE R 

DE fin DüE 

OD CW DOE 

DE fin DOE ” 


CW b OD CW DOF CW a 

fin b’ DF fin DOF fin a 


Donc 


^ R* CW c — R CW a cof b 

cos L :=. : ^ — ; . 

fin a fin b 

Ce principe , qui , étant appliqué successivement 
aux trois angles, fournit trois équations, suffit pour 
la résolution de tous les problèmes de la trigono- 
métrie sphérique : il a, par rapport aux tiiangle 
sphériques, la même généralité que le principe de 
l’art. xLv, par rapport aux triangles plans. En effet, 
puisqu'on a toujours trois éléments donnés par le 
moyen desquels il faut déterminer les trois autres, 
il est clair que ce principe donne les équatioas ne- 
cessaires pour résoudre le problème; équations qu’il 
appartient à l’analyse de développer ultérieurement» 
pour en tirer, suivant les différents cas, les formules 
les plus simples et les mieux adaptées au calcul loga- 
rithuiique. 
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LXXTii. Puisque le principe dont nous parlons est 
absolument général , il doit renfermer tous les autres 
principes relatiis aux triangles sphériques , et notam- 
ment le principe du n" lxxv. C’est ce qu’il est facile 
deyérifier. ' 


En effet l’équation cos 


R’ eo$ c — R CO» O cor b 


tin a tin h 


tin C = 


donne R» — cos' C ou j/«» C = 

R‘sin‘aiin'h—K'cos'acos‘b-\-^K'cosacosbcosc—K*cot ‘ c 
tin' a fin' b 

Or sin' a sin' ô = (R* — cos' a) (R* — cos' b) = 
R* — R” cos’ a — R* cos’ b + cos' a cos’ b. Donc en 
sqbsti tuant et extrayant la racine, on aura , ^ 

R 

\/CR*“R’co*'fl^R'«M*^R*co»*f+aR<a*<»«>/*c<wc). 

tinaiimb j 


Soit pour abréger Z = . 'i 

' l/(R‘ — R* cos’ a—; R' cos’ i — R’ cos‘c-f- a RcosacosA<^osr), 
on aura donc « > «• .<» 


sin C=- 


RZ 


ou 


tin C 


RZ ^ • 

tin a tin b tin c 


’ tin a tin b’ tin c 
Les Taleurs de cos A et de cos B donneraient sem- 
blablement 


tut B 


tin A RZ 

- tin O tût a rtn b tin c’ tin b tin a tin b tin c ’ 
car la quantité Z ne change pas, lorsqu’on fait la 
permutation entre deux des quantités a, b, c; donc 

tin A tin B tin C ..... 

on a — : — = = — : — , ce oui est le principe du 


tin b 


LxxTin. Les valeurs que nous venons de trouver 
pour cos C et soi C, peuvent servir k trouver les 
angles d'un triangle sphérique dont on connaît les 
trois côtés ; mais il existé d'autres formules plus com- 
modes pour le calcul logarithmique. 

, En effet, si dans la formule R' — H cos C =s 
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a Mn;C, qn subititue la yaleur de cos C, on aura 

arûi’-jC coïC cota cot A-f-ri'/i asin R«mc 

R* R tin a ttn b 


Le numérateur de cette expression se réduit à 
R cos (a — b') — R cos e; or, d’après la formule 
U COJ €f — R cos pz=asin{ {p+(j) sin'- [p — ^)'‘,on 
trouve R COJ {a — b ) — RcoJC = a j/nj (c — b-\-a) 
sin{ (c — a + b) ; donc . 

^c + b — a\ . /c-J-a — 6\ 
un ( 1 J//I I I 

tin' C \ a y V a > . 

R’ sin a un h 

• ,/ c-f-A — a . c-{-a — Al 

• I O n ^ \ I 

OU sin^ Li=Iv ' a a >• 

> I .un a sin b ' 

11 est évident qu'on aurait des formules semblables 
pour exprimer sin ^ A et jûj ^ B , par le moyen des 
trois càtés a, b, c. 


nxxix. fie problème général de la trigonométrie 
sphérique consiste , comme nous l’avons déjà dit , 
à déterminer trois des six quantités A , B , C , 
a, b , c, par le moyen des trois autres. 11 est né* 
cessaire, pour cet objet, d’avoir des équations entre 
quatre de ces quantités , prises de toutes les manières 
possibles ; or , six quantités combinées quatre è 


quatre ou deux à deux, donnent ou i5 combi- 


naisons, ainsi il y aura quinxe équations à former; 
mais si on ne considère qne les combinaisons essen* 
iellement düTéreutes, ces quinze équations se rédui- 
sent à quatre. ^ ' ’ 

En effet, on a, i'> la combinaison abc A., qui 
omprend par la permutiition des lettres , abc A, 
a Ac B, abcC\ 

a" La combinaison aèAB, d’où, résultent a A AB, 
6cBC, acAC; 
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3" La combinaison a6 A C, qui comprend(l®* *** 
abkC, aiBC, acAB, acBC, ftcAB, ftcAC; 

4» Enfin, la combinaison a ABC, qui comprend 
les trois aABC, iABC, cABC. 

Il y a donc en tout quinze combinaisons, mais 
il n’y en a que quatre. essentiellement différentes. 

K' cos a — 'R. cos b cos Cy 
Lxxx. L équation cos A =: -.inblinl 

t ’ 

représente déjà la première combinaison abck et 
celles qui en dépendent. 

Pour former l’équation qui répond à la combi- 
naison a i A B , il faut éliminer c des deux formules 
qui donnent les valeurs de cos A et cos B ; mais l’élU 
mination a déjà été faite (lxxvh), et le résiütat est 

sin k. «/t B 

sin a sut b' 

J 

La troisième combinaison se forme de la relation 
enU-e a, b. A, Cj pour cela ayant les deux équa- 
tions 

cos A sin b sin c = R‘ cos a — R cos b cos c,' 

LOS C sin b sin a R* cos c ■ — R cos b cos a, 

on en éliminera d’abord cos c, ce qui donnera R cos A 

MÙi c -H cos C sin a cos R cos a sin b : mettant 

1 ti • 1 1 • C 

ensuite dans celle-ci la valeur sin c— r— r — , on 

" Sin A. ' 

aura pour la troisième combinaison ' 

cot A sin C -i- cos C cos b = cot a sin b. (i) 

( 1 ) Ponr rclenir •ûcinenl celle rormole el U retroarer ao beeolo , 
Tolci nne règle de Moéniouique : ' 

' 1°. Avec on càlé a et l'angle opposé A, ' ' 

Avec un autre côlé b et l'angle adjacent C, ' - 

furmea l'équation Bclite eof« eotAz^ tôt b eotC, en obtervant d« 
mettre Ica petites lettres avant les grandes. 

a* Mnllipliea de part el d'antre par t'n b u'nC, en anpposaut ' 
le rayon R = i , vont anrei ^ 
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Enfin, pour avoir la relation entre A, B, C, a, 
j’observe que dans l'équation précédente le terme 

• » « b Y) sifi B , 

cot a sin 0= n cos a. — = n cos a — 7 ; donc , 
tut a stnA. 

en multipliant cette équation par sin A, on aura 
R cos A sin C=iKcos asin B — sin A cos C cos b. > 
Si dans cette équation on permute entre elles les let- 
tres A et B , ainsi que a et b, on aura 
R cos B sin C = R cos b sin A — sin B cos C cos a. 
Et de ces deux-ci on tire, en chassant cos b, 

R’ cas A siu 0 + R cos B sin C cosQ>=:cos a sin B sin ’ C. 
Donc enfin 


R- 

cosa = — 


cos A-4-R cas B cos C 
sin B sin C 


C’est la relation cherchée entre A, B, G, a, ou la 
quatrième des équations nécessaires pour la résolu- 
tion des triangles sphériques. 

xxxxi. Cette dernière équation entre A, B, C^ a, 
offre une analogie frappante avec la première entre 
a," b, c, A : et'on peut rendre raison de cette ana- 
logie par la propriété des triangles polaires ou sup- 
plémentaires. En effet, on sait que le triangle dont 
les angles sont, A, B, C, et les côtés opposés a, b, c, 
répond toujours à un triangle polaire , dont les côtés 
sont 200° — A, 200° — B, 200" — C, et les angles 
opposés 200“ — a, 200° — b, 200° — c. Or le prin- 
cipe de l’article lxxvi étant appliqué à ce dernier 
triangle , il en résulte ' 


cot a sût â <‘ot A n'ft C::zzcos ^ cosC. 

3* Dans 1« prcmiar meinbte, Wpar» 1« petite» lettre» de* graïuîes, 
en metUnt à cclle»-ci le eigne — too» »arc* l'éqiution Traie 
col a sin t — cot A sin C nt cos i cos C , 

Isqaelle ét»ot homogène »ora lien, même •.ins «oppOMr R = i, 

26 
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, . . R’c<Mfaoo°-A)— Rctw(aoo®— B)co#i»oo"'C 

c«,(aoo -a)= ,,,(,oo°-B).^Ca(^°-C) ~ 

«e qui s« réduit à 

R* CM A + R CO/ B CM C 


cos a: 


*m B M/l C 


ainsi que nous l’avons trouvé par une autre voie. 

Cette formule résout immédiatement le cas où 
l’on veut déterminer un côté par le moyen de trois 
angles; mais, pour avoir une formule plus com- 
mode pour le calcul logarithjnique , on substituera* 

la valeur de cos a dans l’équation i — “ 

isin'ia . , sm'-ia 

— ■, ce qui donnera — — = . i . 

m/iBm/iC— cojBcofC— RcmA — Rcm(B+C) -R cmA 

a sin B jin C a stn B sut C 

Et parce qu’on a en général * R cos R cos q — 

a cos T (p + q) cas j (p — q) , cette équation se 
réduit à 

i a ( — cm 4 (A -f-B-l-C) cm ^(B-HC — A)f . 

, R’ $in B tin C » 

où il faut observer que le second membre , quoi- 
que sous une forme négative, est néanmoins tou- 
jotirs positif. Car on a en général sût {x — ioo°) =s 

' sin X COI I oo® — CM * tin i oo" 

g = — cos X donc 

— COJ-; (A + B-t- C) =sin ^ ^ ^ — ioo“^ 

quantité qui est toujours positive , parce que A -f- B 
■+■ C étant toujours compris entre aoo" et 600“ , l’an- 
gle A -H B -H C) — loo ’ est compris entre zéro et 
aoo" ; d’ailleurs cos 7 ( B -1- C - — A) est toujours po- 
sitif, parce que B-f-C — A ne peut pas surpasser 
aoo“ ; en effet dans le triangle polaire le côté aoo° 

— A est plus petit que la tomme des deux autres 


r 
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loo® — B, aoo“ — C; donc on a aoo" — A < 400" — B 
— C, ou B + C — A< aoo". 

Etant ainsi assuré que le résultat sera toujours 
positif , on aura , pour déterminer un côté par le 
moyen des angles, la formule 

^ A -f- B C _ B -J- C — A 


un r a 


= R\/ 


/ A -f-B-t-t B -J- C — A) 

1 — COS cos / 

^ % a > 

{ sin B iin C S 

hxxxu. Avant d'aller plus loin, nous remarquerons 
que de ces formules générales, on peut déduire celles 
qui concernent les triangles sphériques rectangles- 
Pour cet effet , on fera A= 100°, tant dans les quatre 
formules principales que dans celles qui en dérivent 
par la permutation des lettres. Et d’abord l’équation 
cas A sin b sût c:=: R* cos a — R cos b cos c, donnera 
par cette substitution 

(i K cos a = cos b cos c. ) ' 

Les dérivées de l’équation générale ne contiennent 
point A, et ainsi ne donnent aucune relation nou- 
velle dans le cas de A = 100“. 


L’équation 
A= 100®, 

Et la dérivée 


tin A sin B 

un a sut b’ 


donne dans le cas de 


R 


sin B 




sut a tin h 

sin K sin Ç. . ... 

-r- — = , donnerait egalement 

tin n fin /• ' » 


_R_ mais celle-ci est elle-même une dérivée 

un a sin e' 

de l’équation (a). ' 

L’équation cot A sin C -f- cos C cos b = cot a sin b , 
donne dans le cas de A =r 100®, cos G cos bz:z cot a 
sin b, ou 

cos C long a = R tang b. ( 3 ) 

La dérivée cot C sin A'-|- cos A cos b = cot c sin b, 
donne dans le même cas, R cot G = cot c sin b, ou 
R tang c — sin b tang G. (i) 

. a6. 
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Enfin la quatiième équation principale sin B sùi C 
cos <3 = R* cos A + R cûs B cos G , et sa dériirée sin A 
sm Ccos&=R'cos B + RcosAcosC, donnent dans 
le cas de A == loo", sih B sm C cos a — Rcos B cos G 
et sin C cos i=R cos B , ou 

cof B cot G = R cos a, (5) " 

sin C cos i = R cos B. • (6) 

Ce sont les six équations sur lesquelles la résolution 
des triangles rectangles est fondée. 

nxxxiii. Nous terminerons ces principes par la 
démonstration des Analogies de JSéper, qui serrent 
à simplifier plusieurs cas de la résolution des triangles 
sphériques. 

. Par la combinaison des râleurs de cos A et cos C 
exprimées en a , h , c , nous arons déjà obtenu 
l'équation * 

R cos h. sin c = R cas a sin b — cos G sin a cos ù. 
Gelle-ci donne par une simple permutation : 

R cos B sin c = R cos b sin a — coj C sin b cos a. 
Donc en ajoutant ces deux équations, et réduisant,, 


sin c {cos A + coi B) = (R — coj C) sin (a + b).' 

i 

M ■ sût C sin a sin b 

Mais puisque -T — -p, = — — j- ±= — : — - , on a 
\ ^ ««C sin A. sin B' * 

sin c {sin A + sin B ) =sin C (sin a + sin b) 

et sino {sin A—sinB)=isin C{sin a — sùib)'. 

Dirisant successirement ces deux équations par la' 

précédente, on aura . ' • • i ■ > : 

' sinA-^-sinB sin C sina-\-sinb 

cos A COJ B R — cojC sin{a-\~b'^ 

' sin A. — sinB_2_ si/iC sin a — sin , 

' -■ cojA + ciisB R — coj C * ji/i (n-f-6)^ * 

Et en réduisant celles - ci par les formules des ai’ti- * 
des xxjx et xxx , il viendra 
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^ ' ' '' e<u\{a-\-b) 

'■ '■ tang{[h. — B) = co^^C. - 7- ^° — . ' 

Efonc éunt donn<Ss les deux c6tës a et b avec l’àngie 
compris G, on trouvera les deux autres angles A et B 
par les analogies , , 

cojj(a + i) ;coj-j(a — b) :: coc\C-.tang^{h. + B) 
jî>iŸ(a + i):iü*-;(<ï-^i) ::cot^C-.tang~\h. — B). 

Si on applique ces mêmes analogies an triangle po- 
laiae du triangle ABC, il faudra mettre aoo" — A, 
200® — B, 200° — a, 200° — b, 200® — c, à la placg 
de a, b", A, B, C, respectivement, et on aura pour 
résultat ces deux analogies 

cojKA-I- B) :cos{ (A — B) :: tang^c\tang\ (a + d) 
iin i (A+ B) \iin j (A — B) :: tang'-c\tang\{fl — i), 
au mc^en desquelles, étant donnés un côté c et les 
deux angles adjacents A et B, on pourra trouver les 
deux autres côtés a et b. Ces quatre proportions sont 
connues sous le nom üi! Analogies de Néper. 

Résolution des triangles sphériques en' ' 
général. ‘ ' * • 

La résolution des triangles sphériques comprend 
six cas généraux, que noua allons développer suc- 
cessivement. 


paBMiBR cas. 


Lxxxiv. Etant donnés les trois côtés a , b , c , 
on trouvera un angle quelconque, par exemple, 
l'angle A opposé au côté a , par la formule : 


tin J A = R y/ I 


a + b — c . a + c — b 
stn un I 


fin b .tin c 


Di> ■ y, ' 'oogle 
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DBnXiixB CAS. 

txxxv. Étant donnés deux côtés a et b avec 
V angle A opposé à l’un de ces côtés, trouver le 
troisième côté c et les deux autres angles R etC.' 

I® L’angle B se trouvera par l’équation sin B== 
$in A sin b 

sin a ' • ■ 

a® Pour avoir l’angle C , il faut résoudre l’équation 
cot A sin C -J- COJ C cos b = cot a sin bi 
Soit pris pour cet effet un angle auxiliaire ç de ma- . 

nière qu’on ait long f ^ ou cot A = 

cos b cos 9 


sin 9 


; cette valeur de cot À étant substituée dans 


l’équation à résoudre , donne t ( cos 9 sin C -4- 
^ sin ' 

sin 9 cos C ) = cot a sin b, d’où l’on tire 

jm(C + 9) = -- g— -I 

' tang a 

Par cet artifice, on voit que les deux termes inconnus 
dans l’équation proposée se réduisent à un 'seul , d’oii 
il est facile de tirer l’angle C. 

3” Le côté C 56 trouvera par Fé<£uatioii 
sin a sin C 


sin c: 


sin A 


On peut aussi le déterminer directement par la ré- 
solution de l’équation : 

' R COJ h cos c -t- cos A sin b sin c = R’ cosa. , 

Pour cet effet, -soit cos A sin béic. ~ ^ ^ oti' 

cos 9 - 


cot A tang h 


, on aura 


tang 9 
cos b . 

(coj c COJ 9 -f- stn c. sin 9) = R coj a. Donc, en 
cherchant d’abord l’auxiliaire 9 par l’équation tatigtf 
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— ^ l’ëquation 

K 

. . cos a cos 9 

COS(c 9 );= r— i-. 

' ' ' ^ cas O 

Ce second cas peut avoir deux solutions , ainsi que 
le cas analogue des triangles rectilignes. 

T HO ISI K ME CAS. 

Lxxxvi . Étant donnés deux côtés a e/ b avec 
r angle compris C, trouver les deux autres angles 
et^et le troisième côté c. 

> I» Les angles A et B se trouvent par ces deux 
équations • 


~ • cot A.z= 
cot B = 


cot a sin b — cox C cos b 
sin C 

cot b sin a _ — cos C cos a 


sin C 


dans lesquelles les seconds membres pourraient être 
réduits à un seul terme, au moyen d’un auxiliaire; 
mais il est plus simple , dans ce' cas , de se servir des 
analogies de Néper, qui donnent , * 


tang 

tang 


A— B 
a 

A-+-B 


•rn\{a-\- b) ^ 
cosi(a-i-b) 


a'* Connaissant les angles A et B, on pourra cal- 
culer le troisième côté c par l’équation sia c = 


sin a. mais pour déterminer c directement, on 

^ fj/iA’ * „ 

a l’équation 

R* cos c=isin a sin b cos C -4- R coj a cos b. 

Soit pris l’auxiliaire ‘9, de manière qu’on ait sin h 

r> t _ ’ t;os C tasig b 

cos C =cos b tang 9 , ou tang 9 = ^ ^ ■ , 


on 


aura 


cos b 

cos 0= cos (« — 9), 

COX 9 ' 


4o8 
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QUATRIEME CAS. 

Lxxxvii. Étant donnés deux angles A B 
avec le côté adjacent c , trouver les deux autres 
côtés a ef b, et le troisième angle C. , 

1 ° Les (leux côtés a et b sont donnés par les for> 
roules 

cot A sin B-4- cos B cos e ' 

cota = : — 

I sin e 

, cot B sin A -4- cos A cos e 

cotb=. , 

nn c ’ ^ 

mais oo peut les calculer plus facilement par les 

anaIogi(» de Néper, savoir : 

. A+B . A— B , a—b 

sin :sn — ^ — :'.tang\c:tang 


A + B 

cos :co* 


i 

A — B 


:: umg^c’.tang 


3 

a h 


a® Connaissant a et b, on trouvera C par l’équa- 

-i . „ sin c sin A . . ‘ ’ 

non sm L. = : ; mais on peut aussi trouver 

tin a * 

C directement par l'écpiation 

R’ cos C=cos c sin A sin B — R cos A cos B. 

Soit pris l’auxiliaire ?, de manière (|u!on ait 

• ^ -oos c tnne B 

cos cstn u = cos B cotÇ, ou cof? 2 =: ^ — ~ — , 

K 

On aura - ^ . 

n . -O sin {A. — Ç) ' 
cos c = cos B . — ■ . 

fi/i y 

Ce cas et le précédent ne laissent aucune indéter- 
mination. 


CINQUIEME CAS. 


Lxxxviii. Étant donnés deux angles A et B 
avec le côté a opposé à Vun de ces angles, trou- 
ver les deux autres côtés b, c, et le troisième 
angle C. 
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i®.Le càvé b se trouvera par l’équation iin i = 

. sin B , , . 

un a . — 7-. 

stn A 

Le côté c dépend de l’équation < 

cot a sin c — cos B cos c = cot A sin B. 

_ , Ç cos B long a 

Soit cot a =cos B-^ou tang ? = = 

aura — ( sin c cos 9 — cos c sia =cot A sûi B : 
sin 9 ' ; 

donc 


sin (c — t): 


tang B sin 9* 


long A 

3° L’angle C se trouvera par la résolution de 
réquation 

cos a sin B sin C — r- R cos B cos C= R’ cos A. 

_ . „ . _ R cos B cos 9 

Soit pour cet elTet cos a sin o = — , ou 

c /Ml 9 

cos a tans B cos B , . „ _ 

Cot 9 = — — , on aura ^-r—z (stn L cos 9 — 

* R ’ .«/I 9 ' 

cos C sin 9 ) = R cos A ; donc 

. ■ . _ . cos A sin 

stn (C — 9) = 5-Î-. 

Ce cinquième cas est , comme le second , susceptible 
de deux solutions, ainsi que cela a lieu dans le cas 
walogue des triangles rectilignes. 

' SIXIÈME cas. 

' I 

Lxxxix. Etant donnés les trois angles A , H, 
C, on trouvera un côté quelconque , par exem- 
ple ^ le côté opposé à l'angle A , par lajormule 

„_^-coH(A + B + C)eo.4(B + C~A)^ 
fin-a=:U v' ( . ‘ „ ; 

On peut remarquer que de ces six cas généraux 
les trois derniers pourraient se déduire des trois pre- 
miers, par la propriété des triangles polaires : de 
sorte qn’A proprement parler, il n’y a que trois cas 
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(lifTérentJ dans la résolution générale des triangles 
sphériques. Le premier cas se résout par une seule 
analogie, comme les triangles rectangles; le troisième 
se résout d’une manière presque aussi simple, au 
moyen des analogies de Néper. Quant au second , 
il exige deux analogies ; et d’ailleurs, il admet quel- 
quefois deux solutions, tandis que le premier et le 
troisième n’en admettent jamais qu’une. 

xc. Pour distinguer dans le second cas si , pour des 
valeurs particulières données de A, a, il y a deux 
i<! triangles qui satisfont à la question ou seulement un; 

supposons d’abord l’angle A<ioo“, et soient pro- 
' longés les deux côtés AC, AB jusqu’à ce qu’ils se 
rencontrent de nouveau en A'. Si on prend l’arc AC 
< loo” et qu’on abaisse CD perpendiculaire sur AB, 
les côtés AD, CD du triangle rectangle ACD, seront 
tous deux plus petits que loo", la ligne CD sera la 
distance la plus courte du point C à l’arc AB, et en 
prenant DB'=;^ DB, les obliques CB', CB seront égales 
et d’autant plus longues qu’elles s’écarteront plus de 
la perpendiculaire. Soit AC=rô, CB = a, on voit 
donc qu’un triangle dans lequel on a A < lOO®, b< 
lOO", et a<ô, a nécessairement deux solutions ACB, 
ACB'; mais si, en supposant toujours A et ô plus 
petits que loo", on a a > ô, alors le point B' passerait 
au'delà du point A , et il n’y aurait qu’une solution 
représentée par ABC. 

Soit ensuite AC' > lOO", si on abaisse la perpendi- 
culaireC'D' sur ABA',onaurademêmeC'D' < A'C', 
et l’arc C'B'" mené entre D' et A', sera >C'D' et 
>C'A'; donc si on fait AC' = ô, C'B' =C'B'"=a, 
on voit que la supposition A < loo" et ô> loo" don- 
nera deux solutions si a-\-b< aoo", et n’en donnera 
qu'une si a-+-ô>aoo'*, parce qu’alors le point B'" 
passerait au-delà de A'. Discutant de la même manière 
le cas où l’angle A est> lOO", on pourra établir ainsi 
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les symptômes qui déterminent si , dans le cas ii , la 
question admet deux solutions ou n’en admet qu une* 

■ - une solution. 

A< loo ,£>< loo denx solutions. 

' i a-4-ô>aoo® une solution. 
A<ioo,e>ioo |a 4 -ô<a<x>“ deux solutions. 

A >000 ,o<ioo I a-i-A< aoo® une solution. 


A> ioo®,i> 100® 


a >6 deux solutions. 

a<b une seule solution. 


Il n’y >Dra'qn'nne sololion ai on a A = 100®, soit a — i, 
soit d Asr soo*. Il y en aura deux ai on a i = 100°. 

xci. Ces mêmes résultats peuvent s’appliquer au 
cas cinquième par la voie du triangle polaire , et on 
en tirera les symptômes suivants , qui feront connaître 
si pour des valeurs données de A , B , a , il y a deux 
triangles qui satisfont à la question , ou s’il n’y en a 
qu’un. 

, 1 A<B nnesolution. 


«> 100®, 100® 


}A>B 


deux solutions. 


O n -lA+B<raoo® unesolulion. 
«> 100 ,B< 100 I a.-|-B> aoo®deux solutions. 

^ _ O O 1 A-l-B< aoo®deux solutions. 

. < .00 , B > ,00® j ^ «résolution. 


t< ioo“,B< 100® 


i A < B deux solutions* 

|a>B une solution, 

n a'y aora qa'ana aolntiou ai l’aDe dei égalilét inirantn a lian ozrtoo* 
Il y enaara dcaa n Bzzioo^. e 

xcif. Uans tous les cas , pour écarter les solutions 
inutiles ou fausses, il faut se rappeler, i® que tout 
angle ou tout côté doit être plus petit que aoo® ; 

a® Que les plus grands angles sont opposés aux 
plus grands côtés , en sorte que si on a A > B , il faut 
qu’on ait aussi fS > ô, et vice versa. 

Exemples de la résolution des triangles 
sphériques. 

xciii. Exemple I. Soient O , M , N trois points 
situés dans un plan incliné à rhorizdn* si de ces 
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trois points on abaisse les perpendiculaires OD , M 
N n, sur le plan horizontal DEF, les objets situés en 
O, M, N devront être représentés sur le plan hori- 
zontal par leurs projections D, m, n, et l’angle -MON 
par ?7» D n. Cela posé , étant donné l’angle MON , et 
les inclinaisons de ses deux côtés OM , ON sur la - 
verticale OD, il s’agit de trouver l’angle de projec- 
tion »* D n. 

Du point O comme centre et d’un rayon i , 
décrivez une surface sphérique qui rencontre en 
A , B , C , les côtés OM , ON et la. verticale OD , vous 
attrez un triangle sphérique ABC , dont les trois côtés 
sont connus ; on pourra donc déterminer l’angle ,C 
égal à m D n par la formule du premier cas. . - . 

Soit par exemple, l’angle MON= A B= 64 " 44 * 6d'; 
l’angle DOM = AC= 98° i a et l’angle DON=BC= 
io 5 " 42*, on aura par la formule cit^ ’’ l- 

$in a»" 57' 3 o" sin 35 ° 87' 3 o" 

Valeur que l'on calculera ainsi : 

L.jrin a8° 67' 3 o"-.. 9.63739*56 L. ^7198° la',.. 9.9998106 
L. sin 35 ° 87' 3o"...9.7a7656a L.r<>iio 5 ° 4 a'... 9.9984x4a 

tonune H- a LR. 39 . 365 o 5 i 8 19.998x348 

19.9983348 . 


a L. «'/17C.. ..... 19.3668170- 

Xi. fWl 7 c . . . t . . . 9.6834085 


iCr= 3 a° 4'70' V. 5 
C = 64 9 41 -..v 


Donc l’angle 64 ° 44 ' 60” , mesuré dans un plan in- 
cliné à l’horizon , se réduit à 64° 9' 4* "> lorsqu’il est 
projeté sur le plan de l’horizon. ' ” ’ ^ 

' Ce problème est utile clans l’art de levêi* les plana, 
lorsque les points qu'on veut déterminer sont situés 
à des hauteurs sensiblement différentes au-dessus d’un 
même plan horizontal. ' f 
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aciv. Exemple II. Connaissant les latitudes de deux 
points du globe, et leur différence en longitude, 
-trouver leur plus courte distance. 

On imaginera un triangle sphérique AC B formé 
par le pôle boréal C, et les deux lieux A et B dont il 
s'agit; dans ce triangle on connaîtra l'angle au pèle 
ACB , qui est la différence en longitude des deux 
points A et B, et les deux côtés compris AC, CB, 
qui sont les compléments des latitudes des points A 
et B. On déterminera donc le troisième côté AB par 
les formules du cas in. 

Soient , par exemple , A et B les observatoires de 
Paris et de Pékin ; la latitude boréale de l’un de ces 
lieux est de 54 "^ a 6 ' 36 ", celle de l’autre est de 44 ° 
33 ' 73”, et leur différence en longitude est de ia 6 ** 
80' 56 ". Ainsi ou aura 

a= 45 ° 73 ' 64 ' 

' ’ , b=. 55 66 '37 

C= 126 80 56 , 

D’après ces données on aura pour déterminer c» 

, - , „ cor C tang b 

les formules tan^ ? = g — , cos c = 

cos b cos (a — J , • • 1 II 

i ^ , dont VOICI le calcul 

cos Ÿ , 

L.cosC. . . . 9.611435a 

- h.tangb. . . . 10.0776707 

L. . . . 9.6891059 

L’angle 9 que donnent les tables par le moyen de ce 
logarithme • tangente est 28° p 4 ' a 3 ". Mais il faut 
observer que cos C est négatif, et qu’ainsi tang (p 
étant négatif, on doit prendre 9 = — 28“ p4' aS", ce 
qui donnera a — 9 = 74” 67' 87". Cela posé, en ob- 
servant que cos { — 9) = coj9, on adievera ainsi le 
calcul 
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- h . cos(^a — ç) . . 9.5880938 
L. CM 8 9.8071953 

19.395*891 
L. cot 9 9.95348*3 


L. cox e 9.4418068 

Donc la distance cherchée c = 8a** 16' oS". Cette 
même distance peut s’exprimer en myriamètres par 
8 ai. 6 o 5 ; car un myriamètie est la longueur d’un 
arc de dix minutes , et un mètre est celle d’un arc 
d’un dixième de seconde. 

xcv. Exemple 111 . Pour donner un exemple du 
cas cinquième , proposons-nous de résoudre le trian- 
gle sphérique dans lequel on connaît le.s deux angles 
A =78® 5 o', B= 54“ o', et le côté opposé à l’un 
d’eux ao' 17"- Au moyen de ces données, 

on trouve d’après le tableau de l’art, ici, qu’il ne 
doit y avoir qu’une solution , p.irce 'qu’on a tout à 
la fois a < 100°, B < 100“ et A > B:' Voici le calcul de 
cette solution. 

I® Le côté b se trouvera par la formule sin b ■= 

tin B ' ' 

tm a -T— r- 


L. lût a .... ; . . 9.9999659 

L. xûiB. 9.8751356 

10 — L. xûi A o.oaiaSaS 

L. x('a è . . 9,9003440 

Ce qui donne i= 58 ® 5 o' i 4 '* ou son supplément 
141® 49' 86" ; mais puisque l’angle B est < A, il Auit 
que le côté b soit < a, ainsi la première valeur est la 
seule qui puisse avoir lieu. 

a" Pour avoir le côté c on doit faire tang f = 
cot B tang a . , _ . tang B xi'a 9 

tang B COI A xùi 9 
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L. sin 9 9-9999310 

L. CM B. . - 9.8104063 L. tang'fi — LR o.o547ig3 

h.tanga — 13 . 1.9016731 L.co/A g.5455i36 

L. ta/if f. . . . 11.7210794 L. /«»(«— 9). . 9.6001649 
• ' 9=98" 79' i8".8 c — 9 = 16® 7' 70". 5 . , 

Ici on a encore le choix de prendre pour c — 9 la 
valeur i 6 ° 7 ' 70 ". 5, ou son supplément i^3°gu'3g". 5; 
mais en prenant cette seconde valeur , on aurait 
c > 300", ainsi il faut s’en tenir à la première, qui 
donne c 2 = 134 " 99** 

< 3" Enfin , pour calculer directement l'angle C > 
nous prendrons les formules coi ij» = çoi a te/ig- B ^ 

sin (C — J») = 5—1. , 

' ' ' ' cor B ' 


L. cos a, , 8.0982938 
L. tan^B — LR 0.0&47193 

L. coi 1)1 8 .i 53 oiii 

+ =99" 9’ 4 ^'- 


L.siM^ 9 - 9999 ^^ 

L. cos A .-. . . . 9.5101711 
L. R — L cor B. 0.1795987 

L. sin (C — t|i) 9.6998211 
C — 4 = 33 ® 40’ 54". 5 
4 ■ 99 9 4S . 5 

C= i 3 i 5 o 0.0 
On n’a pas pu prendre pour C — t|i le supplément 
de 33® 4o' 54 • parce qu’il aurait donné pour G 
une valmir plus grande que 300 ®. Ainsi on voit qu’en 
effet le problème proposé n’est susceptible que d’une 
solution. 

tfola. Si on fait usage de ranckane division dn cerde 
pour le calcul de ces exemples , les angles donnés ou cal- 
culés seront exprimés comme i| soit •. 

Exemple I. Angles donnés. MON 58 ® o' 5 '’ 

DOM = 88® 18' i8'’,8 , DON = 94“ 5 i* 40", 8. Angle cal- 
culé C =: 57" 41' 4 *', 9 . 

Ex. II. Angles et c6tés ||4i donnés. n®9'46' , . 
fc= 5 o® 5 ' 47”» C=i i 4 " 7 ' 3 o”. Côté conclu. c= 73 ® 46 ' 4 o' 
£x. III. Angleset côtés donnes. A=7o®39', B= 48*36 ' 
«2.89* 16' 53 ’’, 5 . Angles et côtés calculés. ô= 5i39’4”5, 
= 111® 10' 16", 6, Css: 1x9* i 5 ' q\ 
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APPENDICE 

Contenant la résolution de divers cas particuliers . 
de la Trigonométrie. 

zcvi. L A résolution des triangles , telle qu'on -vient de 
l'exposer , ne laisse rien à désirer du c6lé de la généralité» 
ll-est néanmoins quelques circonstances où l'on peut , avec 
avantage , substittier des solations particulières aux solu- 
tions générales , soit pour abréger les calculs , soit pour en 
rendre les résultats plus exacts et plus indépendants de 
l'erreur des tables. Mous allons résoudre quelques-uns de 
ces cas particuliers , en choisissant ceux qui sont de l'usage 
le plus fréquent , ou qui conduisent aux formules les plus 
remarquables. ' 

- Nous continuerons de désigner par A , B , C , les angles ' 
du t riangle proposé , rectiligne on sphérique , et par a , é> , c , 
les côtés qui leur sont respectivement opposés. Nous sup- 
poscuv>ns de plus le rayon des tables r= i , ce qui n'altère 
pas la généralité des résultats. Les angles A , B , C , sont 
exprimés dans le caleul , soit par les degrés , soit par les 
longueurs absolues des arcs tpii les mesurent , ces arcs étant 
pris dans le cercle dont le rayon est i . Si un angle ou un 
arc X est très-petit , on pourra mettre , au lien de lin x et 

AT* 

cosx. leurs valeurs en séries ; savoir : tinx=x -j- etc. 

• ,. t.a .3 ^ 

corx=i ^ etc. ; mais alors x doit être exprimé en 

i.x 

parties du rayon. Un arc étant trouvé en parties du rayon , 
pour avoir sa valeur en minutes , il faut le multiplier 
par le nombre de minutes comprises dans le rayon; ce 
20000 

nombre est—-—- = 6366.1977237 , et son logarithme 
= 3.80388012297. . . • , 
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$ 1. Des triangles rectilignes dont deux angles sont 
’ très-petits, 

Revu. Snppotont que les angles A et B toient très-petits 
et par suite C très-obtus , on pourra faire sin A=: A— 7 A’, 
sin B==B— 7 B*, et sut C = j«(A-|-B) = A-t-B— 7 (A- 4 -B)*. 
Si donc on connaît le côté c avec les angles adjacents A et 
B, on trouvera les deux autres cAtès par les formules a — 


c sin A 


,b = 


c sin B 


, lesquelles , en substituant les 


sin ( A-l-B) ’ r sin ( A-t-B) 

valeurs précédentes et réduisant, deviennent 
c A / aAB-l-B*\ 

■■=a+bC' +— 5— ; 


b: 


cB 




A*-f-aAB 


6 


)• 


a+bv 

et de là résulte d-|- 6 — c=-c AB. Ces valeurs sont exactes, 
aux termes près qui contiennent quatre dimensions en A 
et B. 

xcviii. Supposons en second lieu qu’on donne les deux 
cAtés a et b, tcrec l’angle compris C= ')r — 6 « 6 étant très- 
petit. On aura d’abord c'=a‘-^-b‘+%ab cos g =<s*-f-A‘-f-inà 
(i — * ô*)=(d-l-A)’ — aA0*;dono 

C=d-|-A-7.— . 

Ensuite l’angle A se trouvera par l’équation sinA^-sinCz:: 


-sin d'o4 l’on tire , en substituant la valeur de c et celle 
c 

a f a b 

de «n 0, sin A = + t • 


(d-f-A) 


;e‘-ie‘)= 


d« 

d-f-A 


_ ab — a‘~b' 

(«+A)* ' 6 ’/ 

Donc A=/ûi A-f-Jrin’ A= 


d« 


abia—^b) s’ 

4-- . - De là 


d-l-A (d-J-A)’ 6 
on déduirait la valeur de B èn permutant entre elles les 
lettres a et A; mais A étant connu , on a immédiatement 
B =0 - A. Si 0 est donné en minutes , pour avoir A exprimé 

, ' « ■ . 
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auttt en minate» , il faudra , dans les formules préeédentM, 

A ô 

substituer, au lien de A et g , les rapports » R 

A A 

nombre de minutes cozupriseï dans le rayon. On aura ainsi 

^ab 


+ 5 - 


41—^ b 


a)’ 


o« r 

r+iL 


1-1 


b {a— b) 


^a)‘] ■ 


'6(n+A)‘ 

xcn. Pour donner un exemple de ces formules , soit a— 
1000"*, b=a4oo'",C=i99®3a'ouQ=68' on aura <H-A-«= 

1X00000 =0.037806, d*où 0=3399"*, 96x194. Eu- 


3400 


US 

soi te on a par une première approximation A =— ^= xo', et 

B =6 — A = 48'; mais la formule entière donne A= xo' 

r • x4oox i4oo/68\*1 , „a /« . 

L‘ ~ "6(3ii^CR ; J = ‘3 • 99988946, et par suite 

B = 48'. 00011064 , Taleurs qui doivent être exactes jusque 
dans la dernière décimale. , ' ' 

$. II. Résolution du trouiême cas des triangks reutUignet 
par la Vôie dès séries. ' 

c. Etant donnés les deux cAtés o et A et l'angle compris C,** 
ponr trouver l’angle B , on a la proportion b\a : : xin B : 
un ( B -I- C ), laquelle donne u sin B = A (xm B cox C - 1 - 

. , xotB bsinC 

cas B tin C), et par conséquent = = ; Si dans 

coxB a — b cot e 

cette équation on met à la place des sinus et cosinus leurs 
XXXV. valeurs en exponentielles imaginaires * , on aura 


BV'— I I 


A(e 


Ci/-r — €✓- 


■*) 


d’oü l'on tire 


%a 






CV'— I 


. - n-AeC'"- 

Prenant les logarithmes de chaque membre et développant 
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e second en série d’après la formule connue L(a — ■z')=: 
X x‘ x’ 

f,a — r — etc., on aura 

O a«’ 3 fl’ 

a Bv/ — i = -I- 4- '-i-etc. 

a a a* 3 a* 

** 3C^- 

3 a‘ 

Donc en divisant par av/ — i , et observant que ' ' _ 

« mc\^ ' — av” — 1 «a a» C , on aura 

■b b fc* b* 

B=s- finC-i -fwa C -|-- — -stn 3 CH -râiè C+etc. 

a a a 3 a’ 4 a’ 

C'est la valeur de l'angle B , exprimée en parties du rayon 
par une suite dont la loi est très-simple , et qui sera d’au, 
tant plus convergente que b sera plus petit par rapport à a 
La valeur qu’on vient de trouver doit satisfaire aiusi 4 
O ù 

l’équation B H- i C )= tangX C , qui est la même 

> * 

que tang~ (A — B ) = co/ 7 C , et qui ne diffère que par 

, , , „ , . sin B ' bsinC 

la forme, de 1 équation — . 

car B a—bcotC 


Cl. L’angle B étant connu, on aura le troisième angle 
A=aoo” — B— C, Quant au troisième cèté c , il dépend de 
l’équation c’=:a*— anicor C-J-A*, laquelle donne par l’ex- 
traction de la racine, 

b' b' ' 

c=za — é cor CH sin' C-| rnt* C cor C— etc. 

20 aa*- 

Mais cette série n’a pas une marche régulière , et ne peut pas 
être continuée à volonté. Au contraire, on peut trouver une 
série fort simple pour la valeur du logarithme hyperbolique 
de c. En effet, il est facile de voir que la quantité a*>—aa6 
corC-|-é’ = (a — *) (a— ée *); car le produit 

développé de ces deux facteurs donne 
a‘—ab (e^'^-^+e~^'^-')+b' ,oua’ — iabcosC+b'. 
On a donc c‘=(a — ée ®'^~0 (a — ie— 0 > 
prenant les logarithmes de chaque membre , il viendra 

- , 37. 
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»Lc=Lg-£^''- '-elc. 

aa* 3 a* 


a a a 


3 a’ 


-SCv'-i_ete, 


Donc en réduisant de nouveau à l’aide de la formule 

rmCv' — I , ^ — mCV — 1 f, 

-f-e = a cox ai C, on aura 

b b‘ A’ , 

Le=La — cox C — coxaC — — rcox 3 C — etc. 

au* - 3 a* 

série non moins élégante que celle qui donne la valeur de 
B: il faudra multiplier les termes algébriques par le module 
0.434*9448 1 *i 00 vrut que les logarithmes soient ceux des 
. tables ordinaires. 


III. Résolution du troisième cas des triangles sphériques 
par la voie des séries. 

di. On a fait voir dans le paragraphe précédent que la 

. m-i~n 

valeur de æ tirée de I équation tang r= tang j C , 

tn — n 


peut s’exprimer par cette série 


x=.tC-|- — xàiC-l- 

rn a ar* 


n’ n* 

sim C + i — rxi'a 3 C-|-elc. 
3 a»’ 


Or dans un triangle spheriquè où l'on connaît les deux 
côtés a et ô et l’angle compris C, on a paries analogies de 
txxxTi. Néper 

.A — B_x<w(.;a -H^ô) 

a 


cot- 


xin(.‘ a— iô) 
sin-^ac0S’^b-{ 
sin ^acos^b- 
A-f-B cox( 7 a-f--jô) 


tang\ C 


sin^acoslib-\-eos^asin-{b _ 

= — : 

sinl-acos^b — cot^attn^b 


coi 


long'. C 


cox(}a— 
cosÿ aci<s ^b—sinjasinÿb 


tang.iC 


*'■ cosjacos-^brt-tt't-înstn^b 

Donc, en vertu de la formule précédente et supposant 
toujours 6>a, on aura 
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izS = .o«-_ic- ,»c- 

a. tangua %tang'^a 


4 ax 

tin a C 


tang* I h 
3 tang* ■; a 


sin 3 C — etc. 


A+B „ tang- b tang' b 

-^E=ioo“ — iCH ÎLl_«nC 

a cotîa a cot' ^ a 


fin aC 


tang’ T b 
3 eot* 7 a 


sin 3 C — etc. 


Suite* dont la loi e*t trèa-eimple, et qui seront d’autant plu* 
conTergente* que b sera plu* petit. La première est tou-, 
jours convergente , puisqu’on suppose b < a; la seconde 1« 
sera aussi , si on a tang ^ b< cot-^ o , on a -f- 6 < aoo**. Elle 
serait divergente et fausse si on avait aoo", mais ce 

cas peut toujours s’éviter ; car la résolution du triangle 
BCA dans lequel on aurait CA CB > aoo°, se réduit ton~ £g. ii. 
jours à celle du triangle A'C B' dans lequel on a CA'-f- 
CB'<aoo*’. Au reste, la seconde série est dans ta plus 
grande convergence , lorsque a et b sont tous deux très- 
petits; alors le troisième côté c est, très-. petit aussi, puis- 
qu’on doit avoir c<a-^-b , et le triangle sphérique difTère 
très-peu d’un triangle plan ; dans ce cas l’excès de la somme 
des trois angles sur deux angles droits , s’exprime ainsi : 
A-i-B-l-C— iOo®=:Ÿ tang- a tang 4 b linC— V tang* ~ a tang* i ô xù* a G 
-i- y tang* a tang* ^ b finie — etc. 
ciii. Pour trouver le troisième côté c du triangle proposé, 
on a l’équation cos cz:scot a cos b sin a sin b cos C , de 
laquelle il est aisé de déduire les deux suivantes : 


stn‘^czzsin‘^acos'ÿb—iksinyacofybcos^asin\bcosC-\-cos*ya fin'^i 

cos' ^=cof'-^aas'yb+^cos^cos‘bsmÿasmybcosC-^-sifi"%a sùl'-^b 
Par la forme de ces valeurs on voit que sin 7 <; peut être 
regardé comme le troisième côté d’un triangle rectiligne 
dans lequel on aurait les deux côtés connus sin 7 a cor 7 b, 
oof 7 a sin 7 ô et l’angle compris C ; de même cor 7 c est le 
troisième coté d’un triangle rectiligne , dont deux côtés 
seraient cos 7 a cos ^b,sia {a sin ÿ b et l’angle compris aoo" 

— C. Donc on a par la formule trouvée pour le* triangles 
rectilignes*. ** 
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tog sm>;e-=log{sm\acos^b) - cosC- eo.t àC — etc. 

tang\a %tang'\a r 

logeas \e—logicos\a cos\ 6)+ ^ co.f C-i- — ‘ ^ cos aC + etc. 

cot-<l icot'^a 

Il est à remarquer ultérieurement que comme chacun des 
triangles rectilignes dont nous venons de parler peut se 
résoudre par le moyen d’un triangle rectiligne rectangle , 

on peut directement réduire la résolution du triangle sphé- 
rique proposé i celle d’un triai^le rectiligne rectangle. 

On trouve par ce moyen que sin i c est l'hypoténuse d’un 
triangle rectangle dont les côtés sont sin^ («,-4-ô) sm^C et 
sin ^ (a-— b) cos i C. De même cos 7 c est l'hypoténuse d’un 
triangle rectangle dont les côtés seraient èor 4 (»—ô)cd.vfC 
et ros j (o-f-ô) sin 4 C. 

De plus , si on appelle M l'angle qui dans le premier trian- 
gle est opposé au côté 4 (a — ô)cos4C, et dans le second, 
K l’angle opposé an côté cos 4 {a— b) «w 4C , il résulte des 

\ I ■ J -Kji t ^ ® « A-i-B 

eualogies de Néper qn on aura =M, et — r- =: N ou 

. a 2 

O «, A-l-B „ A- 4 -B 

=200® — N; savoir; =N si a-|-ô< 3 oo®, et^^~ 

a 2 

— 200® — N si a-l-ô>20o“. Donc dans tout triangle sphé- 
• rique où l’on connaît deux côtés a et ô et l'angle compris C, 
on peut trouver directement chacune des quantités 4 c, 
A-t-B A— B 

' , — - — , par la résolution d’un triangle rectiligne 

rectangle où l’on connaît les deux côtés de l'angle droit. 

Il résulte aussi de là qu’apres avoir trouvé l'angle M ou 

A — R si/l ^ (a — b) 

par la formule rang M = — cot - C , on 

• a O W«4(a-f-ô) 

peut calculer le troisième côté par la formule sin 4c=s 

sm 4 (0 — b) cos 4 c sin 4 (n -f- ô) stn 4 C 

sin M COT M 


IV. B. Le» fononles Iruavées dans ce paragraphe a’appliqueroBI 
'siaessent à la résointion rln cinquième cas des triangles apbériquea, 
puisque celni-ci peut sr rapporter au troisième par la propriété dn 
.{riangle polaire. 
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^ IV. Késolution d'un triangle sphérique dont deux eUtét 
sont peu différents de ioo“. 

ciT. Soient a et 6 le* denx cdté* donné* peu dînèrent* 
de 100 °, on propnie de déterminer l'ange C par le moyen 
de* troi* cété* a ,b, c. 

' Si le* côtés a et b étaient exactement égaux i 100 °, on 
aurait C=c ; donc a et b dinérant très-peu de 100 °, l’angle 
C aura pour mesure un arc très-peu dînèrent de c. Soit a = 
ioo“-|-», ô = ioo®-|-6, C = c-I-jr ; si on substitue ces xa- 
_ eos e — cos a cos b 

leurs dans I équation cos C = . : — ; , on aura 

stn a sut b ' 

cos c — sin K stn 6 . 

cos (c-I-*) z= . Mat* puisque « et 6 sont 

cos « cos i 

supposés très-petits , on peut en négligeant seulement les 
termes où a et 6 montent au quatrième degré, faire 

«’ 6’ 

sin a sin 6 = s6, eos % cos 6c= i — — — — , ce qui donnera 

» » 

COS iC ^ a 6 

COf(c-|-*)= ; _=(j-+-i,*-|-ig*)corc — a€ 

Or, en négligeant le qnarrédex, on a cos (e+x)—cosc — 
X sin c ; donc , 

. . ' «6 — ï CO/ e 


Et puisque x est du second ordre par rapport à a et g, on 
Toit qu'il n’y a de négligées dan* cette xalenr que les quan- 
tités du quatrième ordre. .Soit i(a-|-6) z=.p,-~ («— 6) = g ^ 
on a^^p+q, t—p—gj on aura sous une forme plus simple 

( I — cojc\ , /i+co/cN , ... 

)=/i‘to/igfc-g*co/ic. 

sine J \ sine J 

Cette râleur est exprimée en parties du rayon ; mais conune 
dans la pratique p et g sont données en secondes , si l'on 
reut que x soit exprimé aussi en secondes , il faudra fairé 


P 7 

^ = ^ tangue — — cot\c. 


R étant le nombre de secondes contenues dans le rayon, 
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nombre dont le logarithme = 5 . 8o388oi. Coiintissaut jr, 
on aura l’angle cherché C =c-{-x. 

La formule que nous venons de trouver est ntile dans les 
operations géodésiques pour réduire à riiorizon les angles 
observés dans des plans inclinés ; elle est plus expéditive 
demande des tables moins étendues que la formule du cas 
premier des triangles sphériques , dont nous avons donné 
un exemple (n° 93 ). Cependant, si les élévations ou dé- 
pressions a et 6 étaient de plus de a ou 3 degrés , il serait 
plus sûr de se servir de la méthode générale. 

$ V. Résolution des triangles sphériques dont les côtés sont 
_ très-petits par rapport au rayon de ta sphère. 

■ 'cv. Lorsque les côtes < 1 , 6 , c, sont très-petits par rap- 
port au rayon de la sphère , le triangle proposé est peu 
difTèrent d*un triangle rectiligne ; et , en le considérant 
comme tel', on peut en avoir une première solution appro- 
chée , mais on néglige de cette manière l’excès de la somme 
des angles sur aoo". Pour avoir une solution plus appro- 
chée, il faut tenir compte de cet excès, et c'est ce qu’on 
peut faire très-aisément , au moyen d’un principe général 
que nous allons démontrer. ■ * ' 


Soit r le rayon de la sphère sur laquelle est situé le trian- 
gle proposé , si l’on imagine un triangle semblable tracé sur 
la sphère dont le rayon est 1 , les côtés de ce triangle seront 


' a b c 

, cos cos-cos- 

a O e r r r . . 

et on aura cof A = : . Mais puisque 


r r r 


b c 
stn-stn - 
r r 


r est fort grand par rapport à a, ô, c, on aura d’une 

... . a a* 

maniéré très - approchée * cos 1 — h — — 

r ar* a.3.4r* 

••b 6* b^ c c* c* ' 

cos-t — t r— cos- —t --I — — 

ar* a.3.^r* r a.3.4r* 


. b h y . c c c* _ . . 

sin - — - — ■ , un =:■: Substituant ces 

r r a.3r’ r a.3r’ 
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valeur* dan* l'éipiation précédente , et négligeant le* terme* 
de plu* de quatre dimen*ion* en a , é , c , on aura 


é*-f-c*— -a* a* — b* — c* 


cot h. 


ar* 






bc/ b' c* \ 

7'V~67‘~~6^J 


Multipliant le* deux tenue* de cette ftactiou par i -f- 


6r’ 


et rëdui*ant , on aura 


co/A=: 


b‘-{-c‘ 


a«*é*— a «*c*— ai*c* 


aée t^ber' 

Soit maintenant A' l’angle oppoaé an c6té a , dan* le trian- 
gle rectiligne dont le* cAté* *eraient égaux en longueur aux 
' b‘-^-e‘~~a' 

arc» a.b.c; on aura cotK — ■ et 4 6‘c’«/i'A' 

a oc 

= aa* fc*-|-aa’c*-|-a6*c*— — b* — c*.Oonc “ ' 

bc ■ 

cotA.^cotA ' — — awt’A'. 

or* 

Soit A = A'+ a; , on' aura en rejetant le quarré de ri 

bc 

eot Kz^eos K ’ — x xtnA',d*où l’on voit quer=i- — «oA'; 

; •. Or* 

\ ' 

k I b c 

et puisque x e*t du *econd ordre par rapport à - et - , il_ 

*'«n*uit que ce ré*ultat e*t exact aux quantité* près du 
quatrième ordre. On aura donc 

A = A -J- - — sin A . 

6r* 

Mais 7 bc sin A' est l’aire du triangle rectiligne dont a, b, c 
sont les trois cété» , laquelle ne diffère pas sensiblement de 
celle du triangle sphérique proposé. Donc , si Tune on l’autre 

aire e*t appelées, onanra A=A'-|- , ou A'=A — r^. 

. - 3 r* 3r* 

On aurait semblablement B'=_B— , C' = C — . et 


il en résulte A'-l-B'-4-C' ou aoO“ = A-f-B-l-C On 

r' 


4a(i TBieORO 

peut donc considérer comme étant l'excès de la somme 

des trois angles da triangle sphérique proposé sur deux 
angles droits. Cela posé , on a ce théorème remarquable qui 
réduit la résolution des tritingles sphériques très-petits , à 
celle des triangles rectilignes. 

Etant proposé un tn'angie sphérique dont les c6tés sont 
très-petits par raj^ort au rayon de la sphère , si de ckacim 
de ses angles on retranche le tiers de l'excès de la somme des 
trois' angles sur deux droits , les angles ainsi diminués pour- 
ront Are pris pour les angles d'un triangle rectiligne , don- 
les câtés sont égaux en longueur à ceux du triangle sphe 
rique proposé , ou eu d’autres termes : 

Le triangle sphénque très-peu eourée dont les angles 
sont A , B , C , ef /er cétés opposés a , b , c , répond toujours 
à un triangk rectiligne qui a les c6tés de mAne longueur 
u,h , c, et dont les angles opposés sont A— r B — -î > 
C T e > e étant l'excès de la somme des angles du tnangle 
Sphérique proposé, sur deux anf^s droits. 

cvi. L’excès e on — , qui est proportionnel à l’aire du 

triangle , peut toujours se calculer a priori par les données 
du triangle sphérique considéré comme rectiligne. Si deux 
cètés b,c, sont donnés arec l’angle compris A, on aura' 
l'aire tt—t^bc sin A ; si on donne un c 6 té a et les deux 

, V .. . rin B sin C 

angles adjacents B , C , on aura 1 aire a = 7 a* 

SM 

Enniite on aura ez=z-^ R , R étant le nombre de secondes 
r* 

comprises dans le rayon , et de cette manière t sera exprimé 
en secondes. 

Pour appliquer ces formules aux triangles tracés sur la 
surface de la terre, considérée comme sphérique (i), il 


( I ) Dans les opérations géodésiqaes les triangles sont 1a pins son- 
▼eut formes entre trois stations inégalement éloignées da centre de 
la terre; mais , par des rédactions couTenahles , oa sobstitne aax 
triangles observés les triangles qni lésalttnl de la projection dea sta- 
tions sor ane même surface sphsriqna perpendicolaite à la direetioa 
de la pesanteur. 
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faudra supposer que les côtés a, b, c, ainsi que le rayon de 
la terre r sont exprimés en mètres. Or, puisque le quart 
du méridien -j- 1T rest égal à looooooo mètres, on en conclut 
logr— 6. 8 o 388 oi ; d’un autre côté le rayon R exprimé en 
secondes, a pour logarithme 5 , 8 o 386 oi . Donc si au loga- 
rithme de l'aire « exprimée en mètres quarrés , on ajoute 
le logarithme constant 3.196119, et qu’on retranche dix 
unités de la somme, on aura le logarithme de l’excès t 
exprimé en secondes. 

Connaissant i on retranchera ou on supposera retranché 
de chaque angle du triangle sphérique proposé, et alors 
dans le triangle rectiligne formé par les côtés a , ô, c, et les 
angles A'=A' — ■î-e,B'r=B — je, C'=C — je, on aura 
les données nécessaires pour en déterminer toutes les par- 
ties. Ainsi on connaîtra en même temps celles du triangle 
sphérique proposé. 

cvii. Exempte, Soient donnés l’angle C et les deux côtés 
a et ô, savoir: 


C= ia3' 19' 99' . »3 
tog a = 4 - 5891 So 3 
log é = 4. 5319371 

la quantité \ a b tin C qni représente l’aire de triangle, 
aura pour logarithme 8.78065, à quoi ajoutant 3. 19613, 
on aura log e=i 0.97667 , paHant 8=9". 48 et •je = 3 ‘’. 16, 
Cela posé, il faut résoudre le triangle rectiligne dans lequel 
(XI a les deux côtés a et ô comme ci-dessus, et l’angle 
compris C'= 133 “ 19' 96'' . 07. Pour cet effet, nous sui- 
vrons la méthode du n“ 56 , 


<1. . . . . 

4.5891603 

tang (9 — 5 o “ ) . 

b 

4.5319371 

co/i C . ... 

tang 9 . • ■ 

0.0673383 

A'—B' 


“90' 74' .7a 

'«"g — 1 

A' — BT 

59 98 .()3 


jC =38 

40 1 . 97 

a'-i-B' 


8.7359603 

= 3 “ y 


= 38 40 I 


A’ = 4 * 78 4 t 
B' = 35 I 6a 


37 

97 

34 

70 


3 


s 

4a8 TR1CONOMBTHI8. 

I) reste à déterminer le troisième c6té c, ce ([ui te fera par 
a sin C 

réquatton e=— 7— 
iin A 

' a 4>589i5o3 

9*7854893 

différence 4’8o366io 4 *80386 10 

sin C • • • 9*97o5oo8 tinV • " 9*7189661 

logc=z.. 4‘774i8i8 lagb:=i 4*8319971 

Donc dans le triangle sphérique proposé , les éléments qu'il 
fallait trouTer sont : 

A = 4i*78' 44" *40 
B = 35 I 65 *85 ' * 

/og c =4*774*6*8 , ouc=5945i“ 356. 

A. S, La méthode donnée dene ce paragraphe peut acnrir aoMi i 
* 8 * .réeoodie le» triangle» dan» leaqnel» deux côté» aeraienl trè»-pca diflë* 
rent» de 300° et le troisième très-petit. Car en prolongeant le» grands 
cèté» A'C, A'B,on anra nn triangle sphérique BCA,dont le» troi» 
côté» seront très- petits. 

§. VI. Det îrian^t sphériques dont deux angUs sont 
très-aigus. 

^* >7* cviii. Soit ABC le triangle sphérique proposé dans lequel 
A et B sont deux angles très-aigus , soit LMN son triangle 
polaire , de sorte qu’on ait MTV = 90o‘ — A et LN = aoo'— B. 
, Si on prolonge les nrcs NM , NL, jusqu'à leur rencontre en 
K, il est cla'tr qu’on aura KM=Â , et KL=B, le triangle 
, LKM aura donc ses côtés très-petits , et il sera dans le cas 
d'étre résolu par la méthode du paragraphe précédent. 
Soient A', B', C, les trois angles et b\ d les trois côtés 
du triangle LKM , on aura 

A' = MLK = a a' = KM = A 

B' = LMK = Ô 4’=LK = B 

C' = LK.M = 900®— t d = LM = 900' — C. 

Donc trois cléments connus dans le triangle ABC en don- 
neront trois dans le triangle LKM , et par conséquent trois 
aussi dans le triangle rectiligne auquel le triangle LKM 
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peut être ramené : or celni-ci étant réiola , on aura la 
aoludon da triangle LKM , et de lii celle dn triangle pro- 
posé ABC. 

crx. Soit par exemple, A=3“, Bz=a" et le cAté adjacent 
e=i5o®, les données da triangle LKM, ou plntAt A'B'C', 
feront a' =3®, A et l’angle compris C' =5o® Par 
le moyen de ces données , on trouve l’excès sphériqne t ^ 

4 a' b' stn C ' 

= — ^ = 333 '.ai , et le tiers de tétant retranché 

K 

de C', le reste sera 49° 98' 88'.93. Il fant donc résoudre 
un triangle rectiligne dans lequel on a les deux cAtés a'= 
3oooo', A'= aoooo* , et l’angle compris €"=49® 98' 88' .93. 

On trouvera les deux autres angles A'=io3® 64' 86'. 33, 
B'=46° 36' a4' .76 , et le troisième cAtéc'=aia44'. 36 j 
ajoutant donc js aux angles A" et B" du triangle rectiligne, 
afin d’avoir les angles A', B' du triangle sphérique, on aura 
pour la solution cherchée 

A' =n= io3® 65'97'. 40 
B' =A= 46 37 35 .8a 
C = aoo® — c'= 197 87 55 .64 

j. VU. Du polygone régulier de dLe-sept côtés. 

ex. Nous terminerons ces applications dn calcul trigono- 
métriqne en donnant , d’après l’excellent ouvrage de Gauss 
cité page iia, la manière d’inscrire le polygone régulier de 
17 cAtes par la simple résolution des équations dn second 
degré. . . ' 

, aoo® 

Soit l’arc — — = 9 , je dis d’abord qu’on aura l’équation . 
cor<p+cor3<p+«w59-Kftr7'P-Hw»99+cor 1 19+cof i 39 +com 59 =s 4. 

Car si on appelle le premier membre P , et qu’on multiplie 
tous ses termes par a cor 9 ; qu’ensnite on change chaque 
produit de deux cosinus en cosinus d’arcs simples d’après 
la formule : 


a co/AcorB=«w(A-|-B)-i-co/(A — B) 


on aura 


aPco#9=x-f-aco#a9+aeox49-f-ac<w69 +acori49+co«iS49 
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Orpuisquei7 9=*oo’» onacot a9 = fo»( »oo* — 169 )=^ 

— co« >5 9> 4 9 = (>oo*— i3 9)=^ — «M i39»** 

ainsi de suite jusqu’à rof 16 9 = — rof9'Do»c • 

a P COJ 9=i-a cos 159 — aco* 1 3 9— a COJ 1 1 9 — — acoj39~^o*9 
oua Pcoj9 = 1 -|-coj 9 — a P,ou a P(i+coj9)=i+coj 9- 
DoncP=T- 

^ Cela posé, je partage la somme des termes qui composent 
P en deux parties, savoir: 

X = COJ 39 + COJ 59 + ^os 79 + 119 

X — cos 9 + co s 99 + > 3 9 + COJ i5 9. 

J'aurai donc d’abord x -f-/ =ï^j j« multiplie ensuite les 
quatre termes de x par les quatre termes de 7 ', et chan- 
geant les produits de cosinus en cosinus d’arcs simples, 
j’obtiens, toutes réductions faites, 

X x= a ( COJ a 9 -I- COJ 4 9 -9 COJ 6 9 ... -I- COJ 169 ) 
ou X — a ( COJ i59 +COJ i3 9 + coj ii ?••• + COJ 9 ) 
ou enfin x ^ = — * • 

Au moyen de ces équations on trouve 

*=7+ii/‘7; r=; — ,- 1 / 17 - 

Maintenant si l’on partage de nouveau les sommes x et y 
chacune en deux parties, savoir; 

x=j-f-f y = 11 Z 

J .= COJ 3 9 + COJ 5 9 « = cos 9 + COJ i3 9 

f=coj79+coj II 9 *=coJ9 9 +COJ i5 9 , 

on trouvera sembablement 

«s=— f 

De sorte qu’on pourra déterminer 1^ quatre nombres s,i, 

U, Z, à l'aide de deux nouvelles équations du second degré 
Enfin connaissant coj 9 + coj i3 9 = « et cos 9 cos i3 9 * 

= i(coj la 9+co^ i4 9)=“î(‘^‘’* ^ 9-l-coj 59 )=» — 

on obtiendra , par une quatrième équation du second dégré, 
la valeur de cos 9 , et de là celle du côte du polygone pro- 
posé , laquelle est a j//j 9 ( • — coj * 9 ). 

Quant à la méthode qui a dirigé le partage de ces di- 
verses étjuations, elle tient à une théorie très - délicate , 
fondée sur l'analyse indéterminée , et dont il faut voir le 
développement dans l'ouvrage même de Gauss, ou dans 
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V Essai sur la théorie des nombres, deuxième édition. On y 
trouvera la démonalration complète de ce théorème très- 
beau et très-général : 

. Si le 'nombre n est premier , et ^e n — i résulte du 
< produit des facteurs premiers a“ 3° 5 . etc, la division 
« du cercle en n parties égales pourra toujours sc réduire 
• à la résolution de a équations du deuxième degré , S du 
■ troisième , y cinquième , et ainsi de suite. • 


FIN. 
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TTPOoaAPBix ME namit mnor raiams, 
aux lAGOB, E° 56. 


•‘A 



Digitized by Google 




igitized by Google 


Digilized by Google 






Digitized I , CotiQk; 




Digitized by Coogle 


Digilized by Google 


Digitized by Google 






Tn 



t 


Digitized by Google 






Digitized by Google 




Digitized by Coogle 






Digilized by i'Kn;lc 








Digitized by Google 




t 


Digitized by Google 



Digilized by Google 


Digiiized by Google 


Digitized by Google 



Digitized by Google 


Digitized by Google 



Digilized by Google 



Digilized by Google 






